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Predgovor 

Koreni izučavanja konusnih presjeka vuku se još iz antičkog doba. Već zbog toga bismo mogli 
očekivati da su elipse, parabole i hiperbole jedna završena priča matematike i njenih primena, 
a sa druge strane, da je o toj temi pisano više nego dovoljno pre svega na našem jeziku. Tako 
nekako vam kažu kada počnete sakupljati tekstove za ovakvu knjigu. 

Zato sam čitavu temu koncipirao za nivo poznavanja matematike u srednoj školi, sa retkim 
izletima na viši nivo. Međutim, to ne znači da su dokazi uvek trivijalni. Setimo se samo Gausa 
(Karl Fridrih Gaus , 1777 - 1855), poznatog kao 66 princ matematike”, a naročitog po genijalnim 
doprinosima iz elementarne matematike, koji je jednom prilikom na margini napisao da je 
aritmetika za njega preteška. Ako niste profesionalni matematičar, retko ćete u višoj matematici 
sretati dokaze tako naporne kao što mogu biti oni koje ste viđali u elementarnoj. 

Dakle, pored poznatih dokaza od kojih nisam bežao, radi kompletnosti izlaganja gradiva, 
ovde su i prikazi manje-više tipičnih zadatke za bolje srednjoškolce. Međutim, ovo nije zbirka 
zadataka ako već jeste zbirka dokaza. 

Slažući priloge, vremenom se pokazalo da ta stara matematika konika veoma lako izlazi iz 
okvira elementarne i meša se sa višom, a zatim i sa drugim oblastima savremene matematike. Na 
primer, upotrebom analitičke geometrije, konike odjednom postaju krive drugog reda sa nekim 
svojim naročitostima, a zatim lako ulazimo u projektivnu geometriju sa novim posledicama, 
stalno jedva odolevajući ubacivanju nekih vlastitih ideja sa neočekivanim raspletima. Otuda 
proširenje teme sa dopunjavanjem i kompletiranjem dokaza. 

Pokazalo se da je malo od dokaza uopšte pisano na srpskom jeziku. Za neke od dokaza znam 
(verujem) da postoje negde u nekoj stranoj literaturi, ali ih nisam uspevao naći uprkos pažljive 
pretrage interneta pa i učestvovanja na nekoliko matematičkih foruma na nivou na engleskom. 
Takvi su na primer, dokaz o polu i polari za opšti oblik krive drugog reda (teorema 2.2.2) koji 
sam morao sam osmišljavati, ili neka predstavljanja (inače poznatih) značajnih tačaka trougla 
pomoću koordinata temena trougla. Mislim da je nova i čitava oblast analitičke geometrije, 
ovde pod nazivom komutatori. Nadam se da slični izleti neće narušiti ciljani klasični duh teorije 
konusnih preseka. 


Rastko Vuković, 
Banja Luka, 2015. 
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1 — Osnovne osobine 


Definisaćemo koniku kao sinonim za konusni presek, odnosno kao presek šuplje kupe, sa 
ravninom. Upoznaćemo se sa osnovnim osobinama parabole, elipse i hiperbole, koje su centralno 
mesto ove teorije, jedne od najstarijih i možda najljepših oblasti matematike. 

1.1 Istorijat 

Istraživanje konusnih preseka spada među najstarije u matematici. Izleda da ih je okrio Menehmo 
( Menaechmus , oko 375 - 325. g.p.n.e.), tutor Aleksandra Velikog. Upotrebio ih je u pokušaju 
rešavanja tri famozna problema konstruktivne geometrije: kvadratura kruga, trisekcija ugla, 
udvostručavanje kocke. To su problemi koji su se vukli nerešeni kroz istoriju matematike sve 
do 19. veka kada je dokazano da je nemoguće njihovo rešenje upotrebom samo šestara i lenjira 
bez podele. Konike su tada po prvi put definisane kao preseci uspravnog kružnog konusa, tj. 
uspravne kružne kupe i ravni. 

Smatra se da se konusnim presecima bavio i Euklid (325 - 256. g.p.n.e), ali su njegovi radovi 
o ovoj temi izgubljeni. Konike, a naročito parabolu proučavao je i Arhimed (287 - 212. g.p.n.e.). 

Apolon ( Appollonius , oko 262 - 190 g.p.n.e.) je razradio prethodne rezultate o konikama u 
monografiji “Konusni preseci”, koja je sadržavala osam knjiga sa 787 stavova. Apolonije je bio 
prvi koji je dao osnove teorije o sve tri konike na kružnom, uspravnom ili kosom konusu. On je i 
taj koji je dao imena: elipsa, parabola i hiperbola. 

Perzijski matematičar, fizičar i astronom Al-Kuh iz Bagdada, u 10. veku je napravio 
instrument za crtanje konusnih preseka. Jedan drugi perzijski matematičar Omar Hajam (1048 
- 1131), koji je bio i astronom, filozof, poeta i poliglota, preveo je Apolonijev rad na arapski, 
tehnički jezik tog vremena. Do danas je preživela samo ta verzija Apolonijevog dela. 

Mnogo kasnije, konike su u matematici dobijale na značaju u Renesansi, otkrićem Keplerovih 
zakona kretanja planeta, Dekartove i Fermatove koordinatne geometrije. Proučavanje konika je 
naročito ubrzano nakon nastanka projektivne geometrije pokrenutog od strane Dezarga, La Hirea 
i Paskala. 

U drugoj polovini 17. veka, Isak Njutn je otkrio da su i orbite nebeskih tela konusni preseci. 
Danas znamo za kružne zupčanike koji pokreću mašine, za parabolične tanjiraste antene i farove 
automobila. Cisterne i eho lokatori koriste osobine hiperbola. Zapravo, konike su svugde oko 


nas. 
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Osnovne osobine 


1.2 Definicije 

Definicija 1.2.1 — Konika. Dati su pozitivan realan broj £ koji se naziva ekscentricitet , 
tačka F koja se naziva fokus ili žiža i prava d koja se naziva direktrisa. U ravni fokusa i 
direktrise, geometrijsko mesto tačaka T za koje je odnos udaljenosti r F = TF tačke T od 
fokusa ir^ — Td tačke T od direktrise jednak datom broju, tj. r F : r^ = e, naziva se konika. 


Pri tome, ako je: 


£ = 1 koniku nazivamo parabola , 

(i.i) 

£ < 1 koniku nazivamo elipsa , 

(1.2) 

£ > 1 koniku nazivamo hiperbola. 

(1.3) 


Na slici 1.1 tačka D G d tako da je duž TD okomita na direktrisu, tj. TD Ld. Iz definicije 
neposredno sledi da je normala iz fokusa na direktrisu osa simetrije konike. Nazivi konika, 
parabola (тгара/ЗоАт] - jednako, taman), elipsa (eAA егуп^ - manjak, podbačaj) i hiperbola 
(г>7ГвроАА?7 - višak, prebačaj), su iz grčkog jezika. 



Slika 1.1: Za dato £ > 0 važi r F : r^ = £. 

Polazeći od defmicije 1.2.1 može se dokazati (v. teoremu 1.3.1) daje konika upravo ona 
kriva koja se dobija presekom uspravnog kružnog konusa sa ravninom. Kupa i konus su sinonimi. 
Međutim, moguće je i obratno, možemo uzeti konusni presek za definiciju, pa pokazati ispravnost 
definicije 1.2.1 konike. 



Slika 1.2: U preseku su: parabola, elipsa i hiperbola 
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Kada je ravnina paralelna sa izvodnicom kupe presek je parabola, kada je okomita presek je 
kružnica. Kada je konika zatvorena kriva onda je ona elipsa. Kružnica je poseban slučaj elipse. 
Kada je presečna ravan paralelna sa osom simetrije kupe, presek je hiperbola. Tim redom su 
konusni preseci prikazani na slici 1 1.2. 


1.3 Dandelinove sfere 

Matematičar Dandelin (Germinal Pierre Dandelin , 1794 - 1847) je 1822. godine pomoću sfera 
upisanih u konus otkrio jedan interesantan dokaz, da su preseci konusa i ravni parabola, elipsa i 
hiperbola. 

Teorema 1.3.1 — Dandelin. Linija preseka pravog kružnog konusa i ravni je konika. 


Dokaz. Upišemo sferu a unutar konusa к i ravni preseka 7Г. Tačka dodira sfere i ravni je fokus F. 
Direktrisa d je prava po kojoj se seku presečna ravan л i ravan kojoj pripada tangentna kružnica 
т, tj. ravan kojoj pripada kružna linija dodira sfere a i konusa к. Neka je T proizvoljna tačka 
konusnog preseka. Pokazaćemo da je odnos rastojanja rp : = e, gde je e > 0, a rp = TF i 

= Td su rastojanja od tačke T do fokusa i direktrise. Dokaz je zajednički za sve tri konike, za 
parabolu, elipsu i hiperbolu. 

1. T G к П л. Upisana sfera tangira konus po kružnici k = a П к i dodiruje ravan л u tački F. 
Direktrisa je presek ravni kružnice i presečne ravni d — т П a. 

2. Prava kroz tačku T koja je paralelna osi konusa seče ravan т kružnice k u tački A. 

3. Presek izvodnice kroz tačku T i kružnice k je tačka B. 

4. Odsečak TD je normala (okomica) iz tačke T u tačku D na direktrisi d. 

5. Ugao između izvodnice i tangentne ravni т je a, a ugao između presečne ravni л i 
tangentne ravni je /3. 

Tangentni odsečci TB i TF na sferu iz iste tačke T su jednaki, tj. TB — TF. Iz trougla TAB 
dobijamo TA — TB • sina. Iz trougla TAD dobijamo TA — TD • sin/3. Iz prethodne tri jednakosti 
sledi TB • sina = TD • sin/3, TF • sina = TD • sin/3, te TF : TD = sin/3 : sina. ■ 

Pogledajmo ovaj dokaz još jednom, korak po korak, na primerima parabole, elipse i hiperbole. 

■ Primer 1.1 Na slici 1.3 ravan л seče konus к paralelno jednoj izvodnici. U prostor između 
ravni i konusa upisana je sfera a. Dodirna tačka ravni preseka i sfere je fokus F, a linija preseka 
tangentne ravni т kojoj pripada tangentna kružnica dodira konusa i sfere i presečne ravni 7Г je 
direktrisa d. 




Slika 1.3: Konusni presek je parabola 


^ikipedia 
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Osnovne osobine 


Izvodnica konusa (hipotenuza TB trougla TAB) je pod uglom a sa tangentnom ravni т, a 
ravnine т i 7Г zaklapaju ugao /3, oštar ugao pravouglog trougla TAD. Uglovi su jednaki a — /3 jer 
su to u oba slučaja uglovi izvodnice konusa i tangentne ravni т. Prema tome je £ = = 1. 

OtudaTF: Td = TB : TD = (ГЛ /sina) : (ТА/ sin/3) = 1. ■ 

■ Primer 1.2 Provjerimo Dandelinov dokaz za elipsu i dokažimo da elipsa ima dva fokusa sa 
dve odgovarajuće direktrise a sa jednakim ekscentricitetima. 

Na slici 1.4 ravan 7Г potpuno preseca konus к tako da je presečna kriva zatvorena. Zato je 
moguće upisati dve sfere, manju i veću, koje dodiruju presečnu ravan u dve tačke, fokuse F\ i 
redom. Otuda dve tangentne kružnice, koje definišu dve paralelne tangentne ravni Z\ i T 2 . Obe 
tangentne ravni sa presečnom ravni zaklapaju ugao /3 koji je manji od ugla a , tj. ugla izvodnice 
i tangentne ravni. Iz /3 < a sledi sin/3 <sina,tee = ^|< 1. To je ekscentricitet elipse. 



Slika 1.4: Konusni presek je elipsa 

Zato što paralelne tangentne ravni Ti | |T 2 zaklapaju jednake uglove (/3) sa presečnom ravni 7Г 
i jednake uglove ( a ) sa izvodnicama biće jednaki i odgovarajući ekscentriciteti (£\ = £ 2 ). Zatim 
nalazimo da su jednake i udaljenosti fokusa od odgovarajućih direktrisa (F\D\ = F 2 D 2 ) te da je 
elipsa osno simetrična i u odnosu na pravu okomitu na duž F 1 F 2 u njenom središtu. Elipsa je 
zatvorena kriva sa fokusima unutra i direktrisama izvana. ■ 

■ Primer 1.3 Kosi presek valjka (v. sliku 1.5) opet je elipsa. Ispravnost poklapanja preseka 
konusa i cilindra, na slici levo, može se dokazati takođe pomoću Dandelinovih sfera. Sada je 
a = 90°, a ugao /3 je kao i u prethodnom primeru - ugao između presečne ravni (cilindra) i 
tangentne ravni u kojoj leži kružnica po kojoj se cilindar i sfera dodiruju. 



Slika 1.5: Kosi presek cilindra je elipsa 

Međutim, desno vidimo još nešto, da je zbir udaljenosti tačke T elipse do fokusa F\ i 
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konstantan i da je ta konstanta jednaka udaljenosti između direktrisa. Ova osobina elipse 
(TF\ + TF^ — const.) se često koristi kao njena definicija. ■ 

■ Primer 1.4 Na slici 1.6 se može provjeriti Dandelinov dokaz za hiperbolu. Ravan 7Г preseca 
konus к pod uglom /3 većim od ugla a kojim (takođe paralelne) tangnentne ravni presecaju 
izvodnicu. Otuda £ = sin/3 : sina > 1, a to je ekscentricitet hiperbole. 




Slika 1.6: Konusni presek je hiperbola 

Kao i kod elipse, lako nalazimo da i hiperbola ima dva fokusa, dve odgovarajuće direktrise sa 
zajedničkim ekscentricitetom. To je otvorena dvograna kriva, sa osom simetrije koja ide okomito 
na duž koja spaja njene fokuse. ■ 

1.4 Konstrukcije 

Prema definiciji 1.2.1 parabola je skup svih tačaka T u ravni koje su jednako udaljene od 
jedne fiksne tačke F te ravni i van nje jedne stalne prave d. Na slici 1.7 levo, te udaljenosti su 
TF — TD — r. Da bismo konstruisali parabolu, uzmimo pravougli trougao i konac proizvoljne 
dužine DL = /. Jedna kateta pravouglog trougla treba da klizi pravom d , a na drugoj u tački L je 
fiksiran jedan kraj konca. Drugi kraj konca je fiksiran u tački F , dok konac zatežemo olovkom u 
tački T. 




Slika 1.7: Konstrukcija parabole 

Lema 1.4.1 Za tačke unutar parabole udaljenost do fokusa je kraća od udaljenosti do direktrise, 
a za tačke izvan parabole je obratno. 

Dokaz. Neka je D projekcija tačke X na direktrisu, T presekXD sa parabolom i F fokus parabole, 
kao na slici 1.7 desno. Po defmiciji parabole je FT — TD. Ako je X unutar parabole, tada je 
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Osnovne osobine 


XD = ХТ + TD. Iz nejednakosti trougla FX < FT + ТХ — TD + ГХ = XD. Time je dokazano 
tvrđenje leme u jednom smjeru. 

Dokažimo obratno tvrđenje. Ako su X i parabola na različitim stranama direktrise, tada 
je tvrđenje očigledno. Neka je X' izvan parabole ali sa iste strane direktrise. Tada je T'D' = 
Т'Х' +X'T' 9 pa iz nejednakosti trougla FX' +Х'Т' > FT' = T'D' = Т'Х' +X'D'. Prema tome 
FX'>X'D'. U 

Elipsa obično liči na izduženu kružnicu. Ona ima dva fokusa, na slici 1.8 levo to su tačke 
F\ i F 2 , i ima dve fokusima odgovarajuće međusobno paralelne direktrise čija je udaljenost 
DiD^ =D\T + ГТ >2 = a\ + п 2 . Kako je ekscentricitet elipse £ = r\ : a\ = Г 2 : a 2 , to je r\ + Г 2 = 
e(a\ +a 2 ) = const. Dakle, zbir udaljenosti tačke elipse od njenih fokusa je konstantan, kao što 
smo već vidjeli na slici 1.5. 


д 



Slika 1.8: Konstrukcija elipse 


Da bismo konstruisali elipsu, uzmemo konac proizvoljne dužine (D\D 2 ) i njegove krajeve 
učvrstimo u proizvoljnim tačkama (F\ i F 2 ). Elipsu crtamo sa zategnutim koncem u tački T. 
Dužinu tog konca nazivamo dužina velike ose elipse. 

Kada nacrtamo elipsu i skratimo konac, dobijamo tačke unutar elipse i obrnuto, ako je konac 
duži onda je tačka izvan elipse. To je smisao sledećeg tvrđenja. 

Lema 1.4.2 Zbir udaljenosti tačke unutar elipse do oba fokusa je manji, a za tačku izvan elipse 
je veći, od dužine velike ose elipse. 

Dokaz. Na slici 1.8 desno fokusi su F\,F 2 , a X je data tačka. Neka je T presek zrake F\X i 
elipse, tako da je +1 — X — T. Pretpostavljamo prvo da je X unutar elipse. Iz nejednakosti trougla 
sledi F 2 X < ХТ + TF 2 pa F\X +XF 2 < F\T +ХТ + TF 2 = F\T + F 2 T. Međutim, F\T + F+T je 
velika osa elipse (dužina konca). 

Slično dokazujemo kada je X izvan elipse, recimo na liniji F\ — T — X. Tada je F 2 T < 
XT+XF 2 . Prema tome F\X+TF 2 =F\T + 7T+ XF 2 >F\T + F+T. U 

■ Primer 1.5 Postoje različiti elipsografi 2 za crtanje elipsa. jedan od njih je Arhimedov držač 
(eng. Trammel of Archimedes ), prkazan na slici 1.9 

Unutar dva žljeba u obliku znaka Ч’ okvira postavljenog na crtaću tablu, slobodno se kreću 
dva klizača. Na klizačima je sa po jednom baglamom na svakom pričvršćena šipka na čijem 
jednom kraju je olovka koja dodiruje podlogu za pisanje. Kada se jedan klizač pokreće gore 
(dole), drugi vezan za njega šipkom ide desno (levo), dok vrh šipke kruži. Kružeći, olovka crta 
elipsu. ■ 

2 elipse: http: //youtu. be/lv5Aqo6PaFw 
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Slika 1.9: Elipsograf tzv. Arhimedov držač. 


Hiperbola je dvograna kriva linija sastavljena od tačaka čija je razlika udaljenosti od dve 
fiksne tačke konstantna. Naime, na slici 1.10 vidimo da su udaljenosti tačke T hiperbole do 
fokusa TF\ — r\ i TF^ = i do direktrisa TD\ — a\ i TD^ = a^. Direktrise su međusobno 
paralelne na udaljenosti a\ —a^ (v. sliku 1.6). Iz defmicije 1.2.1 za hiperbolu je r\ = ea\ i 
Г 2 = Sa 2 , pa je r\ — = £(a\ — a^) = const. 



Slika 1.10: Za hiperbolu je r\ — = const. 


Na osnovu ove osobine, hiperbolu konstruišemo pomoću lenjira pričvršćenog jednim svojim 
krajem u tački F' oko koje se lenjir može okretati i konca dužine manje od dužine lenjira, 
pričvršćenog u F na papiru L na lenjiru. Olovkom, kao na slici 1.10 levo, zatežemo konac dok 
tačka T crta hiperbolu. 



Slika 1.11: Konstrukcije hiperbole 


■ Primer 1.6 Drugi način za konstrukciju hiperbole je tačka po tačka. 
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Osnovne osobine 


Neka su F\ i dve tačke ravnine i a realan broj takav da je 0 < a < FiFz/l. Lenjirom 
povučemo pravu х koja sadrži tačke F\ i F^ i sa O označimo sredinu duži F\F^, kao na slici 1.10 
desno. 

Kružnica poluprečnika a sa središtem u O seče pravu х u tačkama A\ i koje pripadaju 
hiperboli. Izvan duži F\F^ uzmemo bilo koju tačku X prave v. Opišemo kružnicu k\ poluprečnika 
A\X oko tačke F\ i kružnicu poluprečnika А^Х oko tačke F^. Te dve kružnice se seku u 
tačkama T\ i koje leže na onoj grani hiperbole sa koje strane je tačka X. Uzimanjem različitih 
tačaka X konstruišemo proizvoljan broj tačaka hiperbole. 

Za dokaz konstrukcije posmatrajmo datu pravu х kao koordinatnu osu sa ishodištem O. 
Tada je F\(— c,0) i Fi(c, 0) i A\(— a,0) i А^^а^О), a izabrana tačka je X(jco, 0), pri čemu je 
0 < a < c < xq. Kružnice k\ i se seku u tački T . Tada sa jedne strane x-ose imamo jednakost 
TF\ = A\X = хо + a, a sa druge strane TF^ = А^Х = хо — a. Sabiranjem, za konstantno xq 
dobijamo TF\ + TF 2 = 2xo = const. Prema tome, tačka T je na elipsi sa fokusima F^iF^. ■ 

Lema 1.4.3 Neka je d razlika udaljenosti tačke hiperbole do fokusa F\ i F^ i neka je Г ona grana 
hiperbole unutar koje je F\. Tada je za tačku X unutar (izvan) Г razlika XF^—XF\ veća (manja) 
od d. 



Slika 1.12: Tačka X je pored hiperbole, Y je na njoj 


Dokaz. Pretpostavimo da X leži unutar Г i neka je T presek zrake F^X i Г. Tada je F^X = 
F^T + ТХ. Iz nejednakosti trougla imamo F\X < F\T + ТХ , pa je F^X — F\X > (F^T + ТХ) — 
(F\T + ТХ) = FŽT — F\T = d. 

Ako je X' izvan Г, neka T' bude tačka preseka F\X f i Г. Tada je F\X f = F\T' + T'X'. Iz 
nejednakosti trougla je Р^Х' < F^T' + Т'Х' . Prema tome Р^Х' — F\X' < (F^T' + T'X') — (F\T r + 
TVČ) =F+r-F\T' = d. U 

Neke metode crtanja hiperbole se zasnivaju upravo na ovoj razlici 3 . 


1.5 Dekartov sistem 

Analiziraćemo tzv. kanonske oblike jednačina konika u Dekartovom pravouglom sistemu 
koordinata Оху. Parabola, elipsa i hiperbola su tada postavljene blizu ishodišta tako da su osno 
ili centralno simetrične u odnosu na koordinatni sistem. 


3 http: //youtu. be/r_f qf wKZMR4 - konstrukcija hiperbole 
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Teorema 1.5.1 — Parabola u kanonskom obliku. Dat je pozitivan realan broj p. U Dekar- 
tovom pravouglom sistemu koordinata Оху zadata tačka F(%,0) je fokus, a prava .v — 
direktrisa parabole. Jednačina parabole je 

у 2 = 2рх. (1.4) 

Dokaz. Neka tačka T (x,y) pripada paraboli. Iz datih uslova sledi: 



Iz TF = Td, kvadriranjem i sređivanjem sledi у 2 = 2 рх. U 

Kada je data jednačina parabole u kanonskom obliku у 2 = ах , tada je parametar parabole 
p = |, pa je fokus tačka F(|,0), a direktrisa je prava v = — Kada je parametar negativan, 
p < 0, tada je i a < 0, a grane parabole su okrenute u levo. Ostale posledice ove teoreme su 
sledeće osobine parabole у 2 = 2 px\ 

• sve apscise parabole su nenegativne; 

• parabola sadrži koordinatni početak; 

• parabola je osno-simetrična u odnosu na apscisu; 

• apsolutne ordinate parabole rastu neograničeno sa apscisama. 

Parametar ove parabolep je rastojanje između direktrisa i fokusa. Međutim, transformacijom 
koordinatnog sistema, rotacijom i translacijom, mjenjaju se položaji fokusa i direktrise pa 
kanonska jednačina parabole prelazi u neki drugi oblik. 

■ Primer 1.7 Naći jednačinu parabole sa fokusom F(1,0) i direktrisom d : х = — 1. 



Na slici 1.13 vidimo TF = TD, gde je T(x,y) proizvoljna tačka tražene parabole. Kako je 
TD _L d , to je tačkaD(—l,y). Iz jednačina 

TF = ^/(x-l) 2 +y 2 , TD=l+x, 

izjednačavanjem, TF = TD, zatim kvadriranjem i sređivanjem, dobijamo у 2 = 4x. ■ 
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Teorema 1.5.2 — Elipsa u kanonskom obliku. Zadati su ekscentricitet elipse 0 < e < 1 i 

realan broj a > O.U Dekartovom pravouglom sistemu koordinata je sa time određena elipsa 


2 2 
x z y z 

- \- — = 1 

a 2 ^b 2 ’ 


( 1 . 6 ) 


gde je b 2 = a 2 (l — e 2 ). Brojevi c = ae, J = | definišu fokus F(c,0) i direktrisu x — d. 


Dokaz. Prema datim uslovima je očigledno 0<b<ai0<c<a<d. Neka je T(x,y ) tačka 
elipse. Iz definicije 1.2.1 elipse, TF \ Td — г, dobijamo: 


У (x-c) 2 +y 2 :{d-x) = £. (1.7) 

Kvadriranjem i sređivanjem nalazimo 

(1 — e 2 )x 2 + 2(e 2 d — c)x+y 2 = e 2 d 2 — c 2 . (1.8) 


Iz datih uslova sledi 

х 2 у 2 

a 2 a 2 ( 1 — e 2 ) 

a otuda tvrđenje teoreme. 


(1.9) 


Kada je data jednačina elipse u kanonskom obliku (1.6.), sa parametrima a i b koji se nazivaju 
velika i mala poluosa elipse, njeni fokusi Fi 2 (±c, 0), ekscentricitet e i direktrise х = ±d su dati 
izrazima: 

c = V 'a 2 — b 2 , e=-, б/ = - = ° . (1.10) 

a e c 

Elipsa u kanonskom obliku (1.6) je zatvorena kriva, osno simetrična u odnosu na obe koordinatne 
ose i centralno simetrična u odnosu na ishodište. Tačke A\ 2 (±a, 0) su temena elipse na velikoj 
osi elipse (apscise A 1 A 2 ), a slične tačke B\ 2 ( 0 ,±b) su temena na maloj osi elipse (ordinate 
BiB 2 ). 

Primetimo da je c 2 = a 2 — b 2 što znači da su fokusi unutar elipse, na x-osi. Kada je a < b 
tada velika i mala osa elipse zamjenjuju mjesta, zajedno sa svim odgovarajućim elementima 
elipse. 

■ Primer 1.8 Naći elemente elipse date jednačinom u kanonskom obliku: 


22 22 

. X у л .. x z y z 

г '25 + 9 =1; "-9 + 25 =1 - 


U prvom slučaju imamo redom a = 5, b = 3, c = Va 2 — b 2 = 4, £ = f = f, ^ = f = т- 
Fokusi su na x-osi F(±c, 0) a direktrisex = ±d su paralelne sa j-osom. 

U drugom slučaju je a = 3, fo = 5, c = Vb 2 — a 2 = 4, e = | = |, d = | = Fokusi su 
F(0, ±c) na y-osi a direktrise у = ±cf su paralelne x-osi. ■ 


Teorema 1.5.3 — Hiperbola u kanonskom obliku. Zadati su ekscentricitet hiperbole e > 1 
i realan broj a > 0.U Dekartovom pravouglom sistemu koordinata je sa time određena hiperbola 
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Slika 1.14: dve elipse 


gde je b * 2 = a 2 (s 2 — 1). Brojevi c = ав, d = | definišu fokus F(c,0) i direktrisu v = d. 


Dokaz. Prema datim uslovima je Z?>0i0<J<a<c. Neka je T (x,y) tačka elipse. Iz definicije 
1.2.1 hiperbole, TF : Td = £, dobijamo: 


(jc — c) 2 +y 2 : (x — d) = £. (1.12) 

Kvadriranjem i sređivanjem nalazimo 

(e 2 - l)x 2 -2 (e 2 d-c)x-y 2 = c 2 -e 2 d 2 . (1.13) 


Iz datih uslova sledi 

2 2 
a 2 a 2 ( 1 —e 2 ) 

a otuda tvrđenje teoreme. 


(1.14) 


Hiperbola u kanonskom obliku je simetrična u odnosu na obe koordinatne ose i u odnosu na 
ishodište, što sedokazuje smjenamav—— xiy-^ — у ujednačini (1.11). Onaimadva simetrična 
fokusa Fi2(±c,0) i dve odgovarajuće direktrise х = ±d. Kada su dati brojevi a i b tada fokuse 
F(±c,0), ekscentricitet £ i direktrise х = ±d hiperbole izračunavamo prema formulama: 

2 

r-z - v c a a 

c = V a 2 + b 2 , £ = —, d = - = —. (1.15) 

a £ c 

Hiperbolaje smještena izvan trake v^aparalelnej-osi. Naime, iz^- = l + ^ 2 >l, proizilazi 
х 2 > a 2 . To znači da hiperbola ima dve simetrične grane. 

Tačke Ai2(±<z,0) pripadaju hiperboli i one se nazivaju temena hiperbole. Prava A 1 A 2 je 
glavna osa hiperbole, a simetrala duži A 1 A 2 je sporedna ili imaginarna osa hiperbole. Brojevi a i 
b se nazivaju realna i sporedna poluosa. 

Kada jednačinu hiperbole (1.11) napišemo u obliku 



(1.16) 
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vidimo da za sve veće i veće apsolutne vrijednosti .v izraz ''' postaje sve bliži nuli, pa desna 
strana jednakosti teži broju : To znači da prave linije 

У = ±-х (1.17) 

a 

dobro aproksimiraju hiperbolu za velike brojeve |jc| i \y\. Te prave se nazivaju asimptote hiperbole. 
One su ‘tangente’ hiperbole u ‘beskonačno dalekoj’ tački. 

■ Primer 1.9 Data je jednačina hiperbole u kanonskom obliku: 


х 


2 


9 



(1.18) 


Nađimo ostale parametre hiperbole. 



Slika 1.15: Hiperbola ф — ^ = 1 


Iz a = 3 i b = 4 i (1.15) nalazimo redom c = д/9+ 16 = 5, £ = |, d = |, fokuse +^(±5,0) 
i direktrise х = ±|. Asimptote ove hiperbole su prave linije date jednačinama у = ±|jc. 

Hiperbolu skiciramo prvo crtajući pravougaonik sa tjemenima (±a,±&), ovdje (±3,±4). 
Dijagonale tog pravougaonika su asimptote у = ±|jc, ovdje у = ±|jc. Zatim skiciramo simetrične 
grane hiperbole, koje polaze iz temena A(±a,0), ovdje A(±3,0) pa se približavaju asimptotama 
na sve četiri strane, kao slici 1.15. 

Obratno, ako su dati edscentricitet hiperbole £ = |, fokus +2(5,0) i direktrisa х = |, nađimo 
jednačinu hiperbole. 

Neka je T(x,y) proizvoljna tačka hiperbole (ne mora biti na desnoj grani kao na slici 1.15). 
Polazeći od definicije 1.2.1 hiperbole, imamo prvo TF^'.TD^ — £, gde je tačka £> 2 (|,y) takva 
da je duž TD^ okomita na datu direktrisu, tj. TD^ ± cfe- Zatim izračunavamo, redom 

^/(х- 5) 2 +y 2 : 


(x-5) 2 + y 2 = у ) , 

у-Лх 2 +(и)-±у )х-/ = 25-9, 
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а to je polazna hiperbola (1.18). 




Teorema 1.5.4 — Kriva II reda. Jednačina konike u Dekartovom sistemu je kriva drugog 
reda: 

ацх 2 + 2a\2xy + П22У 2 + Зацх + 2а2зу + <233 = 0. (1.19) 

Dokaz. Neka je £ > 0 ekscentricitet, tačka F(c xi c y ) fokus, aprava d : тх + пу + p — 0 direktrisa 
konike. Njenu proizvoljnu tačku označimo sa T{x,y). Slijede ekvivalentne jednakosti: 


TF : Td = £, 


\[+-+х++У++ 2 


mx + ny + p | 
Vm 2 +n 2 


(х - c x ) 2 + Су - c y ) 2 = e 2 


{тх + пу + p) 2 
m 2 +n 2 


Koristili smo poznate formule za udaljenosti tačke od tačke i tačke od prave, a zatim ćemo 
dobijeni izraz kvadrirati i sređivati. Tako ćemo dobiti izraz (1.19), gde je 


a\\ — m (1 — £ ) +n+ a \2 — —2 mn£+ 022 — m +n { 1 — £ ), 


( 1 . 20 ) 


а\з — —2c x {m 2 + n 2 ) — 2mp£ 2 , a^ — —2c y {m 2 + n 2 ) —2np£ 2 , 
a 33 = (c 2 + c 2 )(m 2 + n 2 ) — p 2 e 2 . 

Dakle, svaka konika je neka kriva drugog reda. ■ 


One krive drugog reda koje nisu parabole, elipse ili hiperbole, nazivamo degenerisane krive , 
a to mogu biti još samo prave, tačke ili prazni skupovi. Degenerisane krive ponekad nazivamo i 
degenerisane konike. 


1.6 Polarni sistem 

Polarni sistem koordinata definiše tačku P(r, ф) u ravni pomoću udaljenosti r = OP od jedne 
fiksne tačke O te ravni, koju nazivamo pol , i orjentisanog ugla ф = ZxOP tačke u odnosu na 
jednu fiksnu osu, x-osu, te ravni. 

Označimo istu tačku u Dekartovim koordinatama sa P'(x,y). Sa slike 1.16 vidimo da važe 
transformacije: 

х = rcos ф , у = rsin0, (1.21) 

ili obratno 

r л/х 2 +у 2 ђ ф = arctg-. 

х 


( 1 . 22 ) 
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J 

1. 

V 

p 



0 

X 

Slika 1.16: Polarne i Dekartove koordinate 

Teorema 1.6.1 — Polarne konike. Kada je fokus u polu, a direktrisa okomita na polarnu 
osu u tački udaljenoj za p od pola, tada je jednačina konike u polarnom sistemu koordinata 

e P 

Г _ 

1 — £COS ф ’ 

(1.23) 

gde je njen ekscentricitet £ = 1,Ш0<£<1, odnosno £ > 1 za parabolu, ili elipsu, odnosno 

hiperbolu, redom. 



Dokaz. Na slici 1.17 fokus konike je u polu, tj. F = O, koji je na udaljenostip od direktrise DDq 
okomite na polarnu osu u tački Do(p, 7г). Tačka Т(г : ф) pripada koniki, a njoj je najbliža tačka D 
direktrise. Prema definiciji konike 1.2.1 biće FT : DT = £, te DT = FT /е = r/e. 



Slika 1.17: Konika u polarnim koordinatama 

Primetimo da va ž i vek torska jednakost DD{) + DqP + fP = Fft. U Dekartovom sistemu, 
apscise vektora DDo. D$P , Fp i тР) su redom 0, p : rcos ф ir/e, što primjenjeno na navedenu 
vektorsku jednakost daje p + r cos ф = r/e, a otuda r( 1 — e cos ф) — ep i tražena jednakost. ■ 


U slučaju prarabole , ekscentricitet г = 1,ар teoreme 1.6.1 je i parametar parabole. 

Kada imamo elipsu , tada je 0 < £ < 1. Za uglove ф^ = 7Г i 02 = 0 dobijamo temena 
elipse i veliku osu dužine A 1 A 2 = 2a. Ovdje su to tačke Ai(r 1? 7г) i А^(г2,0) čije rastojanje 
je | r 1 1 + |Г 2 1 = tpš + ++ = Upoređivanjem nalazimo poluosu elipse, a zatim i ostale 
parametre (1.10): 


ep 

l-£ 2 ’ 


b = 


ep 

л /T^F’ 



с/ = 


(1.24) 
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U slučaju hiperbole , ekscentricitet je £ > 1. Rastojanje između fokusa i direktrise, prema 
teoremi 1.5.3 iznosi — a • što je ovdje dužina p. Upoređivanjem nalazimo poluosu 
hiperbole, a zatim i ostale parametre (1.15): 

£p £p a 

a = — г -, b = . , c = £a. d = -. (1.25) 

e 2 -1 Vi 23 ! e 





Optičke osobine konika 

Optika parabole 
Optika elipse 
Optika hiperbole 

Invarijante krivih II reda 

Fokus i direktrisa 
Tangente i polara 
Kružnica 
Determinante 


2 — Klasične osobine 


2. 1 Optičke osobine konika 

Ovde razmatramo uglove između pravih koje sjeku koniku i njihovih tangentnih linija u dodirnim 
tačkama, koji se zovu upadni, odnosno odbojni uglovi. Kao što je poznato iz optike, kada se 
zraka svijetlosti odbije od ogledala, upadni ugao je jednak odbojnom. To je tzv. Fermatov 
princip, prema kojem svjetlosne zrake uvek putuju najkraćim putanjama. Proučavanje takvih, 
tzv. optičkih osobina konika, u krajnjem slučaju, recimo odbijanja elektro-magnethih talasa od 
sličnih površina ima i različite tehničke primjene. 

2.1.1 Optika parabole 

Optičke osobine parabole bile su poznate u antičkoj Grčkoj. Na primer, Arhimed (oko 287 - 212. 
g.p.n.e.) je pravio ogledalo od bakarnih ploča da bi zapalio rimske brodove u opsadi Sirakuze. 

Teorema 2.1.1 — Bisektrisa parabole. Tangentna linija parabole polovi ugao iz tangentne 
tačke ka fokusu i direktrisi. 



Slika 2.1: Tangenta parabole gradi jednake uglove prema fokusu i direktrisi. 


Dokaz. Pretpostavimo da je bisektrisa (simetrala) ugla ZFPP' prava l' na slici 2.1, ali da ona 
preseca parabolu u dve tačke P i Q. Okomite projekcije tačaka P. Q na direktrisu su tačke P'. Q' 
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redom. Trougao AFPP' je jednakokrak pa je simetrala ugla u tjemenu P okomita na stanicu FP' 
i polovi je. Prema tome, za bilo koju tačku Q te simetrale l' imamo QP' = QF = QQ' . Ali, to je 
nemoguće jer je Q' jedina tačka na direktrisi parabole gde je udaljenost do Q minimalna. ■ 

2.1.2 Optika elipse 

Uglovi koje gradi tangenta elipse do pravaca od tangentne tačke ka fokusima elipse su vanjski 
uglovi, a uglovi koje gradi normala na tangentu u istoj tački, su unutrašnji uglovi. Sledeća 
teorema tvrdi da su takvi uglovi (dva vanjska, ili dva unutrašnjai) međusobno jednaki, a ona je 
posledica sledeće leme. 

Lema 2.1.2 Neka su u istoj ravni date prava p , na njoj tačka T i van nje a sa iste strane prave 
dviije tačke A i B. Ako je zbir AT + TB minimalan za sve takve T G p, onda je upadni ugao 
ZAT p jednak odbojnom ZBT p. 


A 



Slika 2.2: Upadni i odbojni ugao u tački T G p. 


Dokaz. Na slici 2.2, u odnosu na pravu p konstruišemo osno simetričnu sliku B' tačke B. Duž 
AB seče pravu p u tački T sa jednakim unakrsnim uglovima u tački preseka. Da tačka X = T 
daje najkraći put АХ + ХВ , od svih mogućih tačaka X G p vidimo ovako. Zato što su osno 
simetrične slike jednakih dužina ( ХВ = ХВ ', TB — TB') i iz nejednakosti trougla A АХВ' sledi 
AT + TB= AB' < АХ+ХВ' = АХ+ХВ, tj. AT + TB < АХ+ХВ. U 


Teorema 2.1.3 — Bisektrisa elipse. Tangentna linija elipse pravijednake uglove sa pravcima 
iz tangentne tačke ka fokusima. 

Dokaz. Na slici 2.3 levo imamo tangentnu liniju / u tački P elipse sa fokusima F\ i F^. Neka je 
X G / različita od P. Kako je X izvan elipse, imamo XF\ +XF\ > PF\ + PF^, tj. od svih tačaka 
prave / tačka P ima najmanji zbir udaljenosti do fokusa. To znači da su uglovi koje formiraju 
linije PF\ i PF^ sa / jednaki. ■ 

Kada fokus Fi reflektujemo preko tangente / u tačku F[ dobijamo tri kolinearne tačke F \, P. F[. 
Naime, ZF\PX = ZF^Pl = ZF^PF^, v. sliku 2.3. Time je dokazana slijedeća posledica. 

I Korolar 2.1.4 — Optička osobina elipse. Kolinearne tačke elipse su: fokus, dodirna tačka 
njene tangente i simetrična slika drugog fokusa u odnosu na tangentu. 

Sa druge strane, zbog osobine teoreme 2.1.3 elipse, kada u eliptično građenim sobama zrake 
zvuka, svjetlosti i sl. kreću iz jednog fokusa one nakon odbijanja od zidova sobe završe u drugom 
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Slika 2.3: (a) Tangenta gradi jednake uglove. (b) Refleksije iznutra. 


fokusu, v. sliku 2.3 (b). Slično tome, u posudi elipsastog oblika napunjenom vodom, kada 
ispustimo lopticu na mjestu jednog fokusa nastaju vodeni talasi koji se odbijaju od zidova posude 
i sabiraju na mjestu drugog fokusa 1 . 

Teorema 2.1.5 Tetiva PQ elipse sadrži njen fokus F \, a tačka R je presek tangenti iz P i Q. 
Drugi fokus elipse je F^. Tada je R centar vani upisanog kruga trougla PQF ^, a F\ je dodirna 
tačka tangente na taj krug na stranici PQ trougla (slika 2.4). 


Dokaz. Zbog optičkih osobina PQ i QR su bisektrise vanjskih uglova trougla F^PQ. Prema 
tome, R je centar vani opisanog kruga. Tangentna tačka (nazovimo je F[) vani opisanog kruga i 
odgovarajuće stranice i tačka F^ polove obim trougla (v. lemu ??), tj. F[P + PF^ = F 2 Q + QF{. 
Međutim, tu osobinu ima tačka F\ i postoji samo jedna takva tačka. Dakle, F[ = F \. ■ 



Slika 2.4: Vani upisan krug trougla PQF\ elipse 

Ova teorema je tačna i za hiperbolu, ali kada se vanjski krug zamjeni unutrašnjim. 

Korolar 2.1.6 Prava linija koja spaja presek tangenti elipse i fokus, u tom fokusu je okomita 
na tetivu koja spaja dodirne tačke tangenti. 


Vežba 2.1 Iz proizvoljne tačke P izvan elipse povučene su dve tangente na elipsu, u tangent- 
nim tačkama X i Y. Pokazati da su uglovi F\PX i F^PY jednaki, gde su F \, F^ fokusi elipse. 


^http: //youtu.be/Fx912cGgTgo - talasi vode u eliptičnoj posudi. 
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P 


Slika 2.5: Tangente na elipsu 


Rešenje. Neka su refleksije F\ i F 2 preko PX,PY redom, kao na slici 2.5 levo. Tada je 
PF[ = PF\ i PF[ = PF 2 . Pored toga, tačke F \, Y. F[ su kolinearne (optičke osobine). Isto važi 
zatačkeF 2 ,X,F/. Tako je F 2 F[ = F 2 X + XF\ = F 2 Y + YF\ = F[F\ . Trouglovi APF 2 F[ i APF\F[ 
su podudarni jer imaju tri jednake strane, pa je XFiPF\ + 2ZF\PX = XFiPF[ = XF\ PF[ = 


ZF 1 PF 2 + 2ZF 2 PF. Otuda XF\PX = ZF 2 PF, što je traženi rezultat. 


Slično važi za hiperbolu (vježba 2.3). 

Rešenje vežbe 2.1 sa slikom 2.5 daju još jedan zanimljiv rezultat. 

| Vežba 2.2 Dokazati da je linija F\P bisektrisa (simetrala) ugla ZXF\Y (slika 2.5). ■ 

Rešenje. IzpodudarnostitrouglovaA PFzF[ = APF[F\ sledijednakostuglova ZPF[F 2 = ZPF\F[, 
zatim ZPF\X = ZPF[F 2 = ZPF\F\ = ZPF\Y . U 


Teorema 2.1.7 Geometrisko mesto tačaka sa kojih se elipsa vidi pod pravim uglom je krug 
sa centrom u centru elipse. 


Dokaz. Neka su F\.F 2 fokusi elipse i neka se dve tangente seku u tački P i dodiruju elipsu u 
tačkama X,Y, kao na slici 2.6-a. Refleksija F\ preko РХ daje tačku F[. Iz rešenja vežbe 2.1 
imamo ZXPY = ZF[PF 2 i F[F 2 = F\X +XFx , tj. dužina F[F jednaka je glavnoj osi elipse 
(dužini konca za konstrukciju elipse, slika 1.8). Prema Pitagorinoj teoremi, ugao ZF[PF 2 je prav 
ako i samo ako ( F[P ) 2 + (F 2 P) 2 = (F[F 2 ) 2 . 

Prema tome, XPY je prav ugao ako i samo ako je (. F\P ) 2 + ( F 2 P ) 2 jednako kvadratu glavne 
ose elipse. Međutim, taj uslov definiše kružnicu. Naime, pretpostavimo da fokusi imaju Dekar- 
tove koordinate F\(x\,y\),F 2 (x 2 ,y 2 ). Tada koordinate tačke P(x,y) zadovoljavaju jednačinu 


(х - X\ f + (у - yi ) 2 + (х - x 2 ) 2 + (у - У 2) 2 = (2a) 2 


gde je a glavna poluosa elipse. Preuređivanjem ove jednačine dobijamo jednačinu kružnice 



x\ +x 2 
2 



2 


2 


(xi -х 2 ) 2 + (л -j 2 ) 2 

4 


2 a 2 + 


sa centrom na sredini duži F\F 2 . 
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Slika 2.6: a) Kružnica, b) Konfokalna elipsa, oko date elipse. 


■ Primer 2. 1 Date su tačke P \,..., P n , brojevi k \,..., k n i C. 

Geometrijsko mesto tačaka X takvo da je &iXP 2 H-b k n XP% — C je kružnica, koja se 

naziva Fermat-Apolonijeva kružnica. Kada je njen poluprečnik imaginaran? ■ 


Teorema 2.1.8 Pretpostavimo da je konopac stavljen oko elipse i zategnut olovkom. Ako 
olovka rotira oko elipse, opisaće drugu elipsu konfokalnu sa datom (slika 2.6-b). 

Dokaz. Datu elipsu označimo sa a, a figuru crtanu olovkom sa /3. Jasno je da je nova figura 
glatka. Pokazaćemo da je tangenta u svakoj njenoj tački X e /3 simetrala (bisektor) vanjskog 
ugla F\XF 2 . 

Neka su ХМ i XN tangente na a. Tada ZF\XN = ХР^ХМ , pa se simetrala vanjskog ugla 
NXM podudara sa simetralom vanjskog ugla F\XF 2 . Označimo je sa l. 

Neka je Y proizvoljna tačka na / a YL i YR su tangente na a , kao što se vidi na slici 2.6-b. 
Pretpostavljamo da L leži ‘levo’ od X\ u drugom slučaju dokaz ide slično. 

Neka je P presek linija ХМ i YL. Lako je videti da je YN < YR + RN i LM < LP + PM. 
Zatim, kako je l vanjska simetrala ugla NXP, imamo РХ +XN < PY + YN. Prema tome 

MX+XN + lm <MX+XN + NL + LP + PM = 

= PX+XN + NL + LP <PY + YN + NL + LP 
= LY + YN + NL < LY + YR + RN + NL 
= LF + FP + PL, 

što znači da Y leži izvan /3. Isto važi za bilo koju tačku Y G l. Izlazi da /3 sadrži jednu tačku 
simetrale Z, tj. ta linija je tangenta. Otuda takođe i zaključak da je dobijena kriva konveksna. 

Dobili smo da se zbir udaljenosti do fokusa F\ i F^ ne menja vremenom, što znači da je 
trajektorija olovke elipsa. 

Evo još jednog, rigoroznijeg dokaza poslednjeg tvrđenja. Pretpostavimo da je X izvan elipse. 
Postavimo olovku паХ i povucimo konopac okolo date elipse. Neka je f{X ) dužina konopca i 
g(X ) = F\X + F^X (tačku razumemo kao par koordinata; tako obe / i g zavise od para realnih 
brojeva). Može se pokazati da su te funkcije neprekidno diferencijabilne i da vektori gradijent 
f = ^0 i gradijent g = |0 nisu nule u bilo kojoj tački. Tada, prema teoremi za 

izvod implicitne funkcije, kriva koju opisuje olovka sa konopcem fiksne dužine, tj. izobara, 
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nivo-kriva (eng. level curve ), je glatka (neprekidno diferencijabilna). Otuda, ta kriva može biti 
parametrizovana diferencijabilnom funkcijom h — h(t) koja je opet par koordinatnih funkcija 
х = x(t) iy — y(t ), čiji tangentni vektor nije nula. Kako je ranije pokazano, tangentni vektor 

Jt = (f> ž) kri ye Ј е tangenta na nivo-krive funkcije g, tj. okomita je na gradijent g(h) u 
h = h(t). Razmotrimo funkciju g(h(t)). Njena derivacija je 

dg(h(t)) = dg dx(t) dg dy(t) _ Q 
dt дх dt ду dt 

tj. g(h(t)) je konstanta. To je prethodno pomenuti uslov ortogonalnosti. Posledica je da kriva leži 
na elipsi sa istim fokusima. Kako bilo koja zraka (poluprava) koja polazi iz F\ mora sadržavati 
neku tačku krive, kriva se podudara sa elipsom. ■ 

Zadatak 1. 

Dat je poligon, 2n-to ugao, opisan oko konike sa fokusom F. Stranice su mu naizmenično crvene 
i plave boje. Dokazati da je zbir uglova pod kojima se iz F vidi crvena boja iznosi 180°. 

Zadatak 2. 

Elipsa je upisana u konveksni četvorougao tako da joj fokusi leže na različitim dijagonalama 
četvorougla. Dokazati da je proizvod naspramnih stranica jednak. 

2.1.3 Optika hiperbole 

Konstruišući hiperbolu, u sekciji 1.4 па slici 1.10 smo vidjeli da je razlika udaljenosti tačke T 
hiperbole od njenih fokusa r\ = T F\ i r^ = T F^ konstantna, tačnije \r\ — r^\ = e\a\ — a^\ , gde je 
e > 1 ekscentricitet hiperbole, a \a\ — a^\ rastojanje između njenih direktrisa. Zatim iz (1.15) 
vidimo da su jednačine direktrisa hiperbole d : х = ±|, gde je a poluosa hiperbole. Prema tome, 
razlika udaljenosti tačke T hiperbole od njenih fokusa je: 

\r\-r 2 \=2a. ( 2 . 1 ) 

To je zanimljiva osobina hiperbole sa stanovišta još nekih primjena. 

■ Primer 2.2 Naći geometrijsko mesto tačaka centara krugova koji tangiraju dva data kruga. 

Neka su dati krugovi ^i(Fi,ri)^ 2 (^ 2 T 2 ) ? dakle krugovi k\ i sa centrima F\ i F^ i 
poluprečnicima r\ ir^. Recimo da niti jedan od krugova ne sadrži tačke drugog, osim možda 
jednu u kojoj se izvana dodiruju. 



Slika 2.7: Krug k koji tangira dva kruga k \, k^. 

Tražimo krug k(T,r) koji ih oba tangira izvana. Tada su udaljenosti TF\ — r-\-r\ i TF^ = 
г + Г 2 , pa je TF\ — TF^ = r\ — Г 2 , tj. centar T leži na jednoj grani hiperbole sa fokusima F\ i F^, 
kao što se vidi na slici 2.7. ■ 
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Lema 2.1.9 — Bisektrisa. Neka su u istoj ravni dati prava p , na njoj tačka T i van nje a sa 
raznih strana prave date su dve tačke A i B. Ako je razlika AT — BT minimalna za sve takve 
tačke T e p, onda prava p polovi 2 ugao ZATB. 

Dokaz. Neka je B' osno simetrična slika tačke B , u odnosu na osu p , kao na slici 2.8. 



B 


Slika 2.8: Bisektrisa p ugla ZATB. 

Tada je udaljenost BT = B'T. Neka je tačka T' e рПАВ'. Kako su tačke A,#', T kolinearne, 
biće razlika dužina AT — B'T = AB'. Međutim, za bilo koju drugu tačku T' e p , tačke A,#', T' 
formiraju trougao, za koji važi tzv. nejednakost trougla: \АТ' — B'T'\ < AB'. Otuda, za bilo 
koju tačku T' e p tek kada je B — B' imamo da je razlika | AT' — B'T'\ maksimalna. Tada su 
tačke B i B' osno simetrične u odnosu na pravu p , što znači da im je ta prava bisektrisa, tj. 
a = ZAT p = ZpTB = /3. ■ 


Povucimo sada tangentu u tački T hiperbole. Kako tangenta krive nema zajedničkih tačaka 
sa krivom, sem dodimih, to znači da tangenta hiperbole mora ležati potpuno između dve grane 
hiperbole. Birajmo sada niz tačaka na tangenti hiperbole, tako da je njihov raspored 

j 1 / _ j 1 // _ 'jV// _ _ _ j 1 

Dalje, zamislimo da imamo niz hiperbola svaku sa istim fokusima u fiksnim tačkama F\ ,F 2 , 
ali tako da svaka sadrži po jednu od datih tačaka niza T^ n \ Počev od T' ka Г, ove hiperbole 
imaju sve veće poluose a i prema tome sve veće razlike udaljenosti od tačke na hiperboli do 
njenih fokusa. Drugim rečima, važe nejednakosti: 

\FiT'-F 2 T'\ < \F\T" — F 2 T"\ < \F\T'" — F 2 T'"\ < ••• < \F\T — F 2 T\ (2.2) 

Otuda i iz (2.49) vidimo da od svih tačaka na pojedinoj tangenti baš ona tačka T koja pripada 
hiperboli daje maksimalni rezultat razlike \F\T — F 2 T\, a prema lemi 2.1.9 to znači da ona polovi 
ugao ZF\TF 2 . Dokažimo to na još jedan način. 

Teorema 2.1.10 — Bisektrisa hiperbole. Tangentna linija hiperbole je bisektrisa ugla pod 
kojim se vide fokusi iz tangentne tačke. 


Dokaz. Pretpostavimo da je l' bisektrisa, tj. simetrala ugla F\PF 2 na slici 2.9 (a), gde su dve 
tačke P i Q zajedničke grani hiperbole bližoj F\ i datoj pravoj. 

2 Prava koja prolazi kroz teme ugla i polovi ugao se naziva bisektrisa ili simetrala ugla. 
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Neka je F[ refleksija F\ preko V , tj. osno simetrična slika tačke F\ u odnosu na osu, 
datu pravu. Tada za udaljenosti važe jednakosti F\Q — QF[ i F\P = PF[, štaviše P.F[,F 2 su 
kolinearne tačke. Kako su obe tačke P i Q na hiperboli, biće F 2 P — PF\ = F 2 Q — F\Q i prema 
tome FzF[ = F 2 P — PF[ — F 2 Q — QF[. Ali, prema nejednakosti trougla F 2 F[ > F 2 Q — QF[. Dakle 

P = Q. ■ 




Slika 2.9: (a) Tangenta hiperbole (P = Q £ l') je bisektrisa ugla ZF\PF 2 . (b) Konfokalne elipse i 
hiperbole. 

■ Primer 2.3 — Konfokalne konike. Konfokalne konike su one koje imaju iste fokuse, slika 
2.9 (b). Pokažimo da se familije konfokalnih elipsa i hiperbola seku pod pravim uglovima. 

Ako su svi fokusi elipsa i hiperbola u istom paru tačaka F\ ,F 2 , tada su u proizvoljnoj tački P 
preseka jedne elipse i parabole njihove tangentne linije bisektrise vanjskih i unutrašnjih uglova 
F\PF 2 redom. Prema tome, one su okomite. ■ 

Vežba 2.3 Iz tačke P su povučene tangente na hiperbolu, u tangentnim tačkama X i Y. 
Pokazati da su uglovi između tangenti i pravaca ka fokusima iz tačke jednaki ( ZF\PX i 
ZF 2 PY naslici2.10). ■ 



Slika 2.10: Tangente na hiperbolu 

Rešenje. Slično vježbi 2.1, tačke FfF[ su refleksije fokusa F\ ,F 2 hiperbole preko tangenti 
РХ, PY redom. Tada je AF\PX 9* A F[PX i takođe F\—F[ — Yi F[ — F 2 —X. Zatim, iz XF\ - 












2.2 Invarijante krivih II reda 


31 


XF 2 = YF\ — YF 2 sledi F[F 2 = F\F[. Otuda i podudarnost trouglova AF\PF[ = AF 2 PF(, iz koje 
sledi tražena jednakost uglova ZF\PF[ = ZF/PF 2 . ■ 

Za hiperbolu ne postoji uvijek kružnica iz teoreme 2.1.7. Kada je ugao između asimptota 
hiperbole oštar, poluprečnik kruga je imaginaran. Ako je ugao između asimptota prav, tada 
kružnica degeneriše u tačku koja je u centru hiperbole. 

2.2 Invarijante krivih II reda 

Postoji nekoliko dobro poznatih invarijanti krive drugog reda (1.19), kao što su ekscentricitet e, 
polu-bočna uspravna tetiva (Z, semi-latus rectum), velika polu-osa a , fokus F, direktrisa d , itd. 
Izvođenja ovih invarijanti iz jednačine drugog reda su dobro poznata u geometriji. 

Jednačina krive drugog reda (1.19) sastoji se od kvadratnog, linearnog dela i slobodnog 
člana: 


Q(x,y) = ацх 2 + 2anxy + П 22 У 2 + 2а\1>х + 2а2зу + ^зз = 0. (2.3) 

Kada su sve tri koeficijenta kvadratnih članova nule, (^ 11 ,^ 12 ,^ 22 ) = (0,0,0), tada imamo 
jednačinu prave, tačku, ili prazan skup. 

Pridružimo izrazu Q simetričnu matricu Q = (ад), tako da (2.3) postane: 


a n 

a\2 

a 13 \ 

x\ 


(+УЛ) a 2 \ 

a 2 2 

а23 

Ч! 

II 

p 

(2.4) 

V* 3 i 

аз2 

азз/ 

V 1 / 



pri čemu je a^ = а^ј za sve / k = 1,2,3. Nedegenerisane krive drugog reda koje ove jednačine 
definišu su elipse, hiperbole i parabole, koje su krive linije u ravni, a degenerisane su prave linije 
i tačke. 

Množeći jednačinu (2.4) sa realnim brojem 0, tako da množimo matricu Q(x,y) sa q , 
vidimo da simetrična matrica Q'(x,y) = qQ(x,y) predstavlja drugačiju funkciju (2.3) ali istu 
krivu drugog reda, pri čemu je a!- k = qa д. Kada je q = 0 data kriva degeneriše u prazan skup. 

2.2.1 Fokus i direktrisa 

Puno toga se o krivoj drugog reda može reći pomoću njenih fokusa, a što je bilo poznato još iz 
vremena Papusa iz Aleksandrije (-290 - 350.). Deo toga smo već izveli iz definicije konike 1.2.1, 
a sada krive drugog reda. 

Neka su dati pozitivan realan broj £ > 0 koji nazivamo ekscentricitet , tačka F G M 2 koju 
nazivamo/otes i van nje prava linija d C M 2 koju nazivamo direktrisa , tada je konika geometrijsko 
mesto tačaka P čija udaljenost od F iznosi £ > 0 puta udaljenost do d. 

Proširenjem ove definicije na slučaj kada fokus pripada direktrisi, F ed, dobijamo i degener- 
isane krive: prave i tačke. 

Kada je ekscentricitet £ < 1 krivu II reda nazivamo elipsa , kada je £ = 1 nazivamo je 
parabola , a kada je £ > 1 nazivamo je hiperbola. Ovi nazivi dolaze od Apolona iz Perga (-260 - 
190.). 

Neka je jednačina direktrise data u Heseovom (Otto Hesse , 1811 - 1874) normalnom obliku 

d(x,y) — xcos(D + ysinCQ — p — 0, (2.5) 

tako da je fokus F(xp,yp) sa pozitivne strane direktrise, figura 2.11 (a). Kao što smo videli u 
teoremi 1.5.4, koniku dobijamo iz jednačina 

m 2 F — e 2 m^, d(M) =xcos<D+;ysin<jL> = ±mj, 


( 2 . 6 ) 
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odakle sledi 


e 2 (xcosft) + ysinft) + p ) 2 — (х — хр) 2 — (y — yF) 2 — 0, 


a nakon sređivanja 


(e 2 cos 2 co - l)x 2 + 2e 2 cos co sin соху + (e 2 sin 2 co - l)y 2 + 

+2(e 2 p cos co + хр)х + 2(e 2 p sino) + yp)y + e 2 p 2 —x 2 F —y 2 F — 0. 

Koeficijenti ove jednačine se mogu pisati matrično 

( e 2 cos 2 co — 1 e 2 cos co sin co £ 2 pcosco+x F \ 
e 2 cosft)sinto e 2 sin 2 ft) —1 e 2 psinco+y F J. (2.7) 

e 2 pcosco+x F e 2 psinco+y F £ 2 p 2 —x F —y F J 

Zbog normalizovanog oblika direktrise, ovu matricu nazivamo normalizovana matrica krive 
drugog reda. 

Na ovaj način dobijamo tzv. fokalno generisane krive, karakterisan preslikavanjem 
R + xl 2 xL(R 2 ) -» Q, (e,F,d)->M(e,F,d), (2.8) 

gde je L skup linija u datoj ravni. Videćemo da ovo preslikavanje niti je injekcija niti je surjekcija. 



Slika 2.11: (a) Fokus i direktrisa; (b) Teme, eng. Арех. 

Kada je direktrisa у- osa, d = х = 0, biće ft) = 0, odnosno cos co = 1, sinco = p = 0, pa 
fokus leži nax-osi sakoordinatama x F = f,y F = 0. Tada se koeficijenti (2,7) pojednostavljujui 
dobijamo jednačinu krive II reda: 

(1 — £ 2 )x 2 +y 2 — 2xf + f 2 = 0. (2.9) 

Iz oblika ove jednačine vidimo da je x-osa, koju nazivamo glavna osa , sada osa simetrije koja 
prolazi kroz F okomito na direktrisu. Za x = f ta jednačina daje у = +£f. Dužina / je visina, 
paralelno direktrisi, od fokusa do krive. 


l = £f 


( 2 . 10 ) 













2.2 Invarijante krivih II reda 


33 


čiji je latinski naziv semi-latus rectum krive. Jasno je da translacijom, ili rotacijom krive dužina 
Z, od fokusa paralelno sa direktrisom do krive, ostaje nepromenjena. 

Sledeća invarijantna tačka krive je njeno teme, tzv. Арех , tačkaA na slici 2.11 (b). Glavna 
osa preseca koniku u tačkiA između fokusa F(xp, 0) i direktrise d paralelne ordinati, pri čemu 
je presek apscise i direktrise tačka В(хв , 0). Kada teme postavimo u ishodište čuvajući v-osu za 
glavnu osu, biće A(0,0). 

Tada su AF = ap = хр i AB = ад = — хв udaljenosti tačke A G Q do fokusa i direktrise tim 
redom, pa je — хв +xp = /. Sa druge strane, iz ар = £а^ sledi хр = — £хв, a otuda: 


Хр 


l _ l 

T+e’ Хв__ Т(ТТТ)' 


Sada, prva jednakost (2.6) daje 



2 


+у 2 = e 2 



/ 

e(l + e) 


2 


i konačno, temena jednačina konike je 


j 2 = 2/х- (1 -e 2 )x 2 . 


( 2 . 11 ) 


■ Primer 2.4 Elipsa i hiperbola su centralne krive, u kanonskom obliku, redom: 

2 2 2 2 
_ + = i *:_r = 1 

a 2 ^b 2 ’ a 2 ’ 

gde suaib njihova velika i mala poluosa. 


( 2 . 12 ) 



Slika2.12: Invarijante elipse 


Dobijamo ih u slučaju kada je ekscentricitet £ ф 1, za elipsu 0 < £ < 1, za hiperbolu £ > 1. 
Glavna temena krive su tačke: 

Д1 (тТ 0 )- (2 - 13) 

koje su preseci krive sa glavnom, х osom (у — 0). Rastojanje 


AiA 2 = |x A , -*a 2 


(2.14) 
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je glavna osa krive. Za polu-glavnu osu uzimamo 


a — 


/ 

1 -£ 2 


(2.15) 


pa je za elipsu a > 0, a za hiperbolu a < 0. Centar je na glavnoj osi 


C = 


Ха I +^a 2 


,0 = 


/ 


1 — £ 2 


,0 = Г ,0 . 


(2.16) 


Taj centar je na udaljenosti od direktrise za ±a/e, plus kod elipse, minus kod hiperbole. 
Translacijom 

/ / 


X = х + ■ 


centar prelazi u ishodište u Dekartovom sistemu х'у' . Tada iz (2.9) dobijamo jednačine (2.12) u 
obliku (1 — e 2 )x' 2 +y' 2 = / 2 /(1 — £ 2 ), odnosno 


v/2 


/ 


+ ■ 


З 7 


/2 


Ј_У 

l-e 2 У 


= 1. 


(2.17) 


Malu polu-osu uzimamo za 
b= 1 




(2.18) 


u oba slučaja, elipse i hiperbole. Međutim, kod hiperbole je broj b imaginaran. ■ 

Sve ove rezultate smo već imali, impicitno u teoremi 1.5.4, ali ih ovde iznosimo detaljnije na 
način uobičajen u matematičkoj literaturi. Iz jednačine (2.17) opet vidimo simetrije date krive u 
odnosu na centar C i koordinatne ose, apscisa i ordinata, na kojima leže glavna i sporedna osa 
simetrije. 

Preciznije, sporedna osa je rastojanje B\B^, gde su B\ 2 sporedna temena krive, sa ordinatama 
У 12 = i apscisom centra C. Rastojanje od fokusa do centra je FC = \xc — /| = аг. Broj 


e — a£ 


(2.19) 


nazivamo linearni ekscentricitet date krive. Ovaj broj je negativan za hiperbolu. Zatim lako 
nalazimo i relacije: 

b 2 — al, a 2 = b 2 + e 2 . (2.20) 


Sve ove invarijante se mogu videti na slici 2.12 na primeru elipse. 

Fokalno ne generisana kriva je kružnica. Kada pođemo od elipse £ < 1 i pređemo na limes 
£ —^O, tada < 2 — )►/, &—)►/, £—)>0i/—Fokus F^Ca dierktrisa isčezava ka rubu ravnine. U 
graničnom slučaju dobijamo jednačinu kružnice 

х 2 +y 2 = l 2 (2.21) 

poluprečnika l. Prema tome, kružnica ima ekscentricitet £ = 0 i ne može se generisati na način 
kako smo dobili koeficijente matrice (2.7). 

Osobina elipse, v. sliku 1.8 konstrukcije elipse, da je zbir udaljenosti tačke elipse od njena 
dva fokusa konstantan, takođe spada u osobine fokusa i direktrise elipse. Označimo sa s\ i S 2 
udaljenosti date tačke do direktrise, to su u izrazu (2.6), a sa r\j odgovarajuće udaljenosti 
do fokusa. Zbir udaljenosti tačke elipse od direktrisa, prema (2.16) je s\ +^2 = 2 a/e, pa iz 
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r — £s dobijamo r\ + = e(si +^ 2 ) = 2a. To je osobina koja se koristi za konstrukciju elipse, a 

ponekad i kao njena druga definicija. Slično, za hiperbolu dobijamo r\ — r^ — ±2a, gde znak 
plus stoji za desnu, a minus za njenu levu granu. 

Kada je ekscentricitet e = 1 tada imamo parabolu. Iz jednačine (2.9) vidimo da parabola ima 
samo jednu osu simetrije ( у = 0) i jedno teme A(Z/2,0). 

■ Primer 2.5 Prelaskom na polame koordinate х = rcos (p,y = rsin<p, birajući fokus F(0,0), iz 
(2.6) dobijamo [r — e(/ + rcos<p)][r + e(/ + rcos<p)] = 0, pa r + e(/ + rcos<p) = 0, odakle dve 
polarne jednačine: 

/ / 

r =- r =- (2.22) 

1 —ecos<p’ l+ecos<p’ 

koje su faktori polarne jednačine krive drugog reda. ■ 



Slika 2.13: Parabola u polarnom sistemu 


Primetimo da faktori (2.22) različito definišu datu krivu. Za hiperbolu prvi od tih izraza važi 
za njenu desnu granu, a desni za eventualnu levu granu. Takođe kod elipse i parabole, samo levi 
izraz (2.22) definiše tačke krive, dok desni uvek daje r < 0, jer je £ < 1 i / > 0. 

U slučaju hiperbole £ > 1, za cos<pi 7 2 = =tl/e nazivnici (2.22) isčezavaju, što znači da u 
tim slučajevima imamo radijalne (r) zrake, u Dekartovom sistemu у = kx + n, sa koeficijentima 
pravca 


h,2 = tg<Pi,2 = ± 


V 7 ! -COS (pl~2 
COS ф1 5 2 


±y/e 2 -l. 


(2.23) 


Paralelne sa ovim zrakama su asimptote hiperbole koje prolaze kroz centar. 


2.2.2 Tangente i polara 

Neka je Q kriva drugog reda (2.3) koja nije singularna, tj. ne degeneriše u tačku. Neka su 
Tj(xj,yj), j — 1,2 dve razne tačke na Q. Duž Г 1 Г 2 koja spaja ove tačke je tetiva krive, a prava 
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која sadri tetivu naziva se sečica ili sekanta krive. Kada rastojanje između ovih tačaka isčezava, 
d{T \, Т^) 0, sekanta postaje tangenta krive u njenoj tački T\ — T 2 — T G Q. 

Kada dve razne tačke T\ , T^ G Q date krive pripadaju tangentama t \, t 2 koje se seku u tački 
Po, tada se prava koja sadrži tangentne tačke 7\, Г 2 G po naziva polara , a tačka preseka tangenti 
t\Pit 2 = Po se naziva pol. 

Ako je a 22 ф 0 tada se izraz (2.3) može pisati i rešavati kao kvadratna jednačina po у. Nakon 
sređivanja dobijamo dve eksplicitne funkcije: 


У 12 = 


—a\ 2 X - а 2 з + \/b\\x 2 + 2b \ 2 x-\-b 22 
CI22 


(2.24) 


gde je b\\ — a\ 2 — а\\а 22 ч &12 = а\ 2 а 2 з — ^ 13 ^ 22 ? b 22 = a 22 — а 22 азз. U svim slučajevima nede- 
generisane krive, ako je b\\ jednako nuli, pozitivno, ili negativno, kriva je tada redom parabola, 
elipsa ili hiperbola. Vrednost broja b\\ se ne menja translaciom ili rotacijom koordinatnog 
sistema. 


Tangenta 

Neka je prava у — кх + п sekanta koja prolazi dvema tačkama krive T\ , Г 2 G Q. Smenom u opštu 
jednačinu krive drugog reda (2.3) dobijamo, redom: 

a\\x 2 + 2 a\ 2 x{kx + n) + a 22 (kx + n) 2 + 2а\зх + 2 а 2 з(кх + п) +азз = 0, 


(a^ 2 k 2 + 2ank + a\\)x 2 + 2(а22кп + апп + а 2 зк + а\з)х+ (а 22 П 2 + 2а^зп + азз) = 0. (2.25) 

Kada ova sekanta postaje tangenta u tački Г G <2, tada dve tačke T\ i Г 2 preseka prave i krive Q 
postaju Г. U tom slučaju su koreni kvadratne jednačine (2.24) jednaki i realni. 

Umesto kvadratne jednačine po х, na sličan način možemo dobiti i odgovarajuću (2.24) 
kvadratnu jednačinu po у. 

Neka jednačina tangente u tački Го(хо,Јо) G Q bude 


y-yo = k( x ~ x o)- (2.26) 

Smenom ove prave u jednačinu krive nalazimo opet (2.24), gde je k isto, a n = —кхо+уо- 
Međutim, sada vidimo da koreni te kvadratne jednačine oba moraju biti jednaki ordinati tangentne 
tačke x\ = Х2 = jcq. Prema Vieteovim formulama, nalazimo 


2x 0 


2( а 2 2 Хрк 2 + (а 2 2 Уо - ацхр + a 2 з)к + a\ 2 yo + а\з) 
а 2 2 к 2 + 2а\ 2 к + а\\ 


а zatim 

а\\Хо + а\ 2 уо + а\з 
к =-. 

<2i2X 0 +<222^0 + ^23 

Vraćajući koeficijent к u jednačinu (2.25) dobijamo redom: 


а\\хр + a\ 2 yo + а\з 
a\ 2 xo + а 22 уо + а 2 з 


(* — *o), 


a\\xx 0 + a 12 (xoy+xyo) + а 22 ууо + а\з (х + х 0 ) + а 2 з (у + Уо) + азз = 0. (2.27) 

U poslednjem koraku smo koristili definicionu jednakost (2.3). To je jednačina tangente na krivu 
u tački koja pripada krivoj Г 0 G Q. 

Evo još jednog dokaza iste formule (2.26) o tangentama. 
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Teorema 2.2.1 Ako tačka T\ (.vi. vi) pripada krivoj drugog reda (2.3), tada je jednačina 
tangente te krive u toj tački: 

a n xx\ +аи{х\У+ху\) + а 2 ?.уу\ + «13 ) + «23 (a+A i) + «зз = 0 (2.28) 


Dokaz. Izvod krive u tački T\ jednak je koeficijentu k nagiba tangente u tački 7). Uzimajući 
izvod krive (2.3) po х nalazimo 

2a\ ix + 2 а\ 2 У + 2 а\ 2 ху' + 2«22 уу' + 2a \3 + 2 а 2 зу' = 0 . 


Tako, za nagib tangente u tački T\{x\,y\) nalazimo: 

, а\\х\+а п у\+а п 

У Ui) =-:-:-• 

ai2Xi +а22У\ +агз 

smenjujući (2.28) u (2.25) i uređujući dobijamo, redom: 

a n x\ + a\ 2 y\ + a\ 3 

У~У\ =-;-:- (x-x\), 

a\ 2 x\ + а 2 2 У\ + а 2 з 

{а\\х\+а\ 2 у\+а\з){х-х\) + {а п х\ + а 2 2 У\ + а 2 з) (у ~ У\ ) = 0 , 
[а\\хх\+а п (х\у+ху\)+ а 22 уу\ + a l3 (х + х\) + а 2 з (у + У\) + а 33 \- 
~(а\\Х\ +2а\ 2 х\у\ +а 22 У\ +2a l3 x\ +2а 23 у\ +а 33 ) = 0 , 
а како је izraz u drugoj zagradi nula, jer tačka T\ pripada krivoj, biće 

a\\xx\ + a l2 (x\y+xy\) + a 22 yy\ +a\ 3 (x+x\) + a 23 (y+y\) + a 33 = 0, 
а to је upravo ono što je i trebalo dokazati. 


(2.29) 


■ Primer 2.6 Dati su parabola i dve njene tačke: 

у 2 —4x = 0, 7)(1, —2), 72 ( 4 , 4 ). 


(2.30) 



Slika 2.14: Parabola i tangente 

Koeficijenti (2.3) su: a\\ =0, a \2 — 0, <222 = 1, ^13 = —2, «23 = 0, ^33 = 0, a (2.24): 
b\\ =0, b \2 = 2, Z ?22 = 0. Tangente (2.26) su: 

t\ : — 2y — 2(x+ 1) = 0, t 2 : 4y — 2(x4) = 0. 

Presek tangenti je pol, tačka Po(~2,1). Rezultat sui prikazani na slici 2.14. ■ 

Primetimo da jednačina prave kroz dve tačke у — y\ = — x\), u gornjem primeru 

у + 2 = (х — 1), može biti napisana u obliku у — 2(x — 2 ) = 0 ili ууо — 2(x + jco) = 0 . 

To je bio lakši deo. 
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Pol i polara 

Teži deo je dokazati da analogna formula (2.26) važi za tačku van krive, pol T 0 (fi Q, i polaru po, 
pravu koja spaja dodirne tačke 7j . T 2 T po tangenti povučenih iz pola na datu krivu Q. Polom i 
polarom krivih drugog reda bavio se svojevremeno i srpski matematičar Ruđer Bošković (1711 
- 1787) i to nije nešto novo u matematici osim što su se vremenom pojavljivali novi dokazi i 
primene. 

Razmotrimo dve tangentne linije (2.28) u dve tangentne tačke 7j , T 2 krive (2.3): 


Г a\ \XX\ + a\2(xy\ + x\y) + а 2 2УУ\ + a\ 3 (х + x \) + a 23 (у + y \) + a 33 = 0, 
\ а\\хх 2 + а\ 2 (ху 2 +х 2 у) + а 22 уу 2 + а\з(х+х 2 )+а 2 2,(у+у 2 ) + аз2, = 0 . 

Preuredimo ih u sistem linearnih jednačina po х, у: 

Г (а\\х\+а\ 2 у\+а\ 3 )х+(а\ 2 х\+а 22 у\+а 23 )у=-а\ 3 х\-а 23 у\ — а 33 , 
\ (а п х 2 + а\ 2 у 2 + а\ 3 )х+(а\ 2 х 2 + а 22 у 2 + а 23 )у = -a l3 x 2 - а 23 у 2 - а 33 . 

Determinante sistema su: 

{ А = b\ i(x 2 yi -x\y 2 ) + b\ 3 (x 2 -x\) + b\ 2 (y\-y 2 ), 

A x = b l2 (x\y 2 -x 2 y\) + b 23 (x\ -x 2 )+b 22 (y 2 -y\), 

A y = b\ 3 (x\y 2 - x 2 yi) + b 33 (x\ -x 2 ) + b 23 (y 2 -y\), 

gde 

Г b\\ = a\ 2 —a\\a 22 , b\ 2 = a\ 2 a 23 — a\ 3 a 22 , b 22 = a\ 2 — a 22 a 33 , 

\ b\ 3 a\ 2 a\ 3 a\ \a 23 , b 23 a\ 2 a 33 a\ 3 a 23 , b 33 ^13 1 ^зз • 

Rešenje sistema (2.32) je tačka Po(xo,yo) sa koordinatama: 



(2.31) 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34) 


(2.35) 


Tačka /ј 1 j e pol. 

Teorema 2.2.2 Ako tačka /) >(.vn. \'o) pripada dvema tangentama krive (2.3), sa tangentnim 
tačkama T\ i T 2 , tada pravac T\T\ € po ima jednačinu: 

а\\ххо + а\ 2 (хоу+хуо) + а 22 ууо + а\ 3 (х+хо)+а 23 (у+уо)+а 33 = 0. (2.36) 


Dokaz. Tačka P 0 je rešenje sistema (2.32). Otuda: 


(a\\x 1 +ai 2 yi +a\ 3 )xo + (a\ 2 x\+a 22 y\+a 23 )yo + a\ 3 x\ +a 23 y\+a 33 = 0, 
(a\\x 2 + a\ 2 y 2 + ai 3 )*o + («i 2 x 2 + a 22 y 2 + a 23 )y 0 + a l3 x 2 + a 23 y 2 + a 33 = 0. 


Množeći prvu sa 1 — A, drugu sa л i sabirajući obe dobijene jednačine, dobijamo: 


(a\\x+a\ 2 y + a\ 3 )xo + (a\ 2 x + a 22 y + a 23 )y 0 + a\ 3 x + a 23 y + a 33 = 0, (2.37) 


gdeje 

x = xi +A(x 2 -xi), у = yi+A(y 2 -yi). (2.38) 

To je parametarskajednačinaprave linije. Tačka T(x,y) postaje 7) (xi,yi) kada A = 0, a T 2 (x 2 ,y 2 ) 
kada Л I. Dakle, prava (14) sadrži tangentne tačke 'l], T 2 . Ta prava linija je polara p 0 . 
Sređivanjem linije (2.37) nalazimo: 

a\\xx 0 + a l2 (x 0 y+ xy 0 ) + a 22 yy 0 + a\ 3 (x+x 0 ) + a 23 (у + y 0 ) + a 33 = 0, 


a to je ono što je trebalo dokazati. 
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■ Primer 2.7 Date su elipsa i pol: 

х 2 -\-xy + y 2 — + 837 — 10 = 0, Po(— 6 ,— 2). (2.39) 

Koeficijenti (2.3) su: ац = 1, <212 = «22 = 1 5 <213 = —3, «23 = 4, <233 = —10, akoordinate 

pola su: хо = — 6 , уо = —2. Jednačina polare (2.36) je: 

— 6x+ ^(— 6 y — 2jc) —2y — 3(x — 6) + 4 (у — 2) — 10 = 0, 

ili nakon pojednostavljivanja: у = — 10x. Elipsa, pol i polara su prikazane na slici 2.15. 



Smenjujući polaru u elipsu, zatim rešavanjem kvadratne jednačine, nalazimo preseke: 

х 2 +х(—10х) + (—10x) 2 — 6x + 8(—10x) — 10 = 0, 

91x 2 — 86x— 10 = 0, 

_43±л/2759 _( +1.04974, -10.4974 

Xl2 ~ 91 — [ —0.104683, 1.04683 


Dakle, presečne tačke su: 

7j (1.04974, -10.4974), T 2 (- 0.104683,1.04683). 


Jednačine tangentnih linija v — vq = (х — хо), i = 1,2, su: 


t, : у = -1.20535 -х- 9.23208, t 2 :y = 0.516823 -x+ 1.10094. 
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Sečica 

Smenjujući pravu у = kx + n u krivu (2.3), nakon sređivanja dobijamo jednačinu: 

(ац +2ai2^ + a 22 ^ 2 )-* 2 + 2(ai2« + a 22 k« + ai 3 + а 2 з^)х+ (a 22 « 2 + 2агзи + азз) = 0. (2.40) 
Prepoznajemo kvadratnu jednačinu u (standardnom) obliku: 

Ax 2 +Bx + C = 0, (2.41) 


gdeje 

{ А — ац + 2ank + a 22 k 2 , 

B = 2(a\ 2 n + a 22 kn + а\з + a 23 k ), 

C = a^^n 2 + la^^n + азз. 

Rešenja jednačine su apscise tačaka preseka i = 1,2 koje kombinujemo sa odgovara- 

jućim ordinatama: 


*12 


-B±VB 2 -4AC 
2A 


У12 = £*12+^- 


Diskriminanta kvadratne jednačine je: D — B 2 — 4AC = 


(2.42) 


= 4(a\ 2 n + a^^kn + а\з +а 2 зк) 2 — 4 (ац + 2a\ 2 k + a 22 k 2 ) (a 22 n 2 + 2a 23 n + a 33 ) 


= 4[(a 2 2 — аца 22 )п 2 + 2(а\за22 — а\ 2 а 2 з)кп + (а 2 3 — а 22 пзз)к 2 + 
+2(а\ 2 а\ 3 — а\\а 2 з)п + 2(а\за 2 з — а\ 2 а 33 )к + (а\ 2 ~а\\азз). 

Prema tome: 


D — 4 (b\\n 2 — 2b\2kn + b 22 k 2 + 2b\ 3 n — 2b 23 k + &33), (2.43) 

gde su koeficijenti bij (/, j — 1,2) isti kao u prethodnim slučajevima (2.24) ili (2.34). 

Kada pol РоСх+Уо) pripada datoj pravoj liniji biće n = yo~ кх o. Supstitucijom n u prethodni 
izraz nalazimo drugi oblik iste diskriminante: \D — 


= (b\\xl + 2 ^ 12*0 + b 2 2)m 2 - 2 (b\\Xoyo + b 12 yo + b\3Xo + b 2 3)m + b\\yl + 2 b u yo + b 33 . ( 2 . 44 ) 


Ako je diskriminanta D = B 2 — 4AC > 0 tada prava preseca krivu u dve tačke. Koristeći 
(2.29) i tačke preseka 7] možemo naći jednačinu tangentne linije, zatim pomoću (2.35) možemo 
naći pol Po. Takva sečica je polara. 

Ako je diskriminanta D = 0 tada postoji samo jedna tačka preseka (dodira), a “sečica” je 
tangenta. Tada nemamo dovoljno informacija da nađemo pol Po (nema druge sečice), osim ako 
se pol poklapa sa tangentnom tačkom, tj. ako je T\ = T 2 . U svakom slučaju, nagib tangente je k a 
presek n = yo~ кх o. Koordinate tangentne tačke T\ (*1 ,ji) su: 


B Bk 

Х ' = -2А' У ' = ~2А +П - 


(2.45) 


Ako je diskriminanta D < 0 tada prava i kriva nemaju zajedničkih tačaka. 
■ Primer 2.8 Date su hiperbola i prava: 


x 2 +xy — y 2 +x + y+ 1=0, x + y + 2 = 0. 


(2.46) 
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Koeficijenti (2.3) su: a\\ — 1, a \2 — \ % a 22 — — 1, «13 = «23 = \, ^33 = 1. Nagib i presek 

sa ordinatom prave: m — — 1, n — —2. Formiramo kvadratnu jednačinu (2.40): —х 2 — 6x — 5 = 0, 
čija rešenja su presečne tačke 7}(х/,у г -) (/ = 1 , 2 ): 


X\2 — 3 dz 2 = 


- 1 , -1 

-5, 3 


Desno smo pridružili odgovarajuće ordinate: yi = —Х[ — 2. 
From (5) it follows the first tangent: 


ацх\ + а\ 2 у1 + а\з 
anxi +а 2 2У\ +а 2 з 


(х-х\) ђ 


У+1 = 


-1-ј + ј 

_ ž +1 +I 
у = х. 


(зс+ 1 ), 


Similarly, we find the second tangent: у = — |jc. 



Slika 2.16: Hiperbola (2.46) i polara 

Koeficijenti (2.34) su: £>ц = 1.25, &12 = 0.75, &13 = 1.25, &13 = —0.25, &23 = 0.25, &33 = 
—0.75. Pol (2.35) je Po(0,0). Rezultate možete videti na slici 2.16. ■ 

■ Primer 2.9 Za krivu drugog reda 

Q : у 2 — ху — 2v 2 + х — 5y — 6 = 0 (2.47) 

tražimo tačke T\, T 2 E Q sa apscisom jedan. Tražimo njene tangente t\,t 2 u tim tačkama, a zatim 
pol Po i polaru po definisanu tim tangentama. 

Prvo tražimo ordinate tačaka krive sa apscisom хо = 1. Uvrštavanjem u jednačinu krive 
dobijamo kvadratnu jednačinu 

у 2 — 6у — 7 + 0 

čija su rešenja brojevi — 1 i 7. Dakle postoje dve tačke na krivoj sa datom apscisom i to su 
7i(l, — 1) i 72 ( 1 , 7 ). Uvrštavajući koordinate ovih tačaka u jednačinu (2.27), dobijamo jednačine 
tangenti 


t\ : -y-^(-x+j)- 2 x+^(x+l)-f(j-l )-6 = 0 

ti : 7y—f(7x+y) — 2x+f(x+l) — f(y + 7 )—6 = 0, 
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odnosno 

f t\ : x + 4y + 3 = 0 
\t 2 '. 5x —4y + 23 = 0. 

Prava T\T 2 je polara po. To je prava okomita na apscisu u tački х = 1. Pol je tačka u kojoj se 
seku tangente Pq(— 13/3,1/3) G t\ Ht 2 - Svi ti rezultati su prikazani na slici 2.17. 



Slika 2.17: Hiperbola sa polom Po i polarom po 

Proveru rezultata možemo izvesti uvrštavajući koordinate pola Po (— Ц - , u jednačinu, sada 
polare (2.27). Dobijamo redom: 


Po: 


У 1 


3 2 V з 


13у 


26x 1 


13 




1 


3 2 

po : 2y — (x— 13 у) + 52x+ (Зх— 13) — 5(3y + 1) — 36 = 0, 
po : 54x —54 = 0. 

Dakle, у isčezava i ostaje х = 1. To jeste gornja jednačina polare po. ■ 

U posebnom slučaju, kada su jednačine elipse i hiperbole date u kanonskom obliku (2.12), 
tada se polare oblika (2.27), odnosno (2.36) svode na oblik, redom: 


ххр ууо ххр ууо 

a 2 ' b 2 — ’ a 2 b 2 ~ ’ 


(2.48) 


pri čemu je tačka Ро{хо,Уо) pol. Kada tačka Po pripada krivoj, tada je (2.48) njena tangenta u toj 
tački. Slično važi za parabolu, gde su 


V 2 = 2 рх, yyo = p(x+xo), 


(2.49) 


njena jednačina u kanonskom obliku i polara za pol Po (хо+о)- Ove formule su neposredne 
posledice (2.27), ali se mogu dokazivati i odvojeno. 

Parabola i prava 

Dokazujemo (2.49) i još nekoliko usputnih rezultata. 

Iz pola, tačke Po (xo+o) ? su povučene tangente oblika у = kx + n na parabolu. Dodirna tačka 
tangente i parabole, ako postoji je T(x t ,y t ), odnosno to su tačke T\ (xi ,_y 2 ) i Tzfa^)- Pol Pq 
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sa ovim tačkama definiše tangente odnosno t\ it^, dok dve tangentne tačke definišu polaru 
Po e Т\Т\. 

Smenjujući ordinatu prave u jednačinu parabole dobijamo ( кх + п ) 2 = 2 рх, odnosno 

k 2 x 2 + 2 (kn — p)x + П 2 = 0. (2.50) 

Ovo je kvadratna jednačina čija je diskriminanta nula, jer jednačina ima samo jedno rešenje, 
tačku tangiranja. Otuda p = 2 kn, što vraćeno u kvadratnu jednačinu daje ( кх — n) 2 = 0, pa su 
apscisa i ordinata tangentne tačke T : 

*f = T, y t = 2n. (2.51) 

k 

Kada su poznate koordinate tangentne tačke, tada iz ovih jednačina dobijamo: 

= У± = Уј_ = = P* 

2 2y t 2y t y t ’ 

к= п = PX t /yt = P 
x t х, v, ‘ 

Tako jednačina tangente parabole postaje v — px/y t + px t /y t , odnosno 

jjf =p(x+x f ). (2.52) 

Normala na parabolu u tački tangiranja je prava v = k х + n . za čiji koeficijent nagiba važi 
% = -1 /k=-y t /p, paje 

У-Л = --(*-*/) (2-53) 

jednačina normale na parabolu u tački tangiranja. 

Kada iz “vanjske” tačke parabole, pola Po, možemo povući dvije tangente ti +2 na parabolu, 
sa dodirnim tačkama T\ , 7+ jednačine tangenti su takođe, redom: 

ХУ1 = p(x + Xl), УУ 2 = p(x + x 2 ), 


odnosno 

Г VoVl = p(x 0 +xi) 

1 У0У2 =p(xo+X 2 ), 

jer pol Po pripada obema tangentama. Oduzimanjem nalazimo уо(уг — yi) = p(x 2 —x\)\ 

}’2 -yi 


(2.54) 


X 2 —X\ 


p_ 

vo' 


(2.55) 


To je koeficijent polare po € T\T 2 , prave koja prolazi dodirnim tačkama tangenti iz pola /о. 
Polara, prava koja prolazi diralištima, tangentnim tačkama T\,T 2 , ima jednačinu 

У2 У\ / v 
У~У\ = - (x-x\), 

X 2 —X\ 


У~У l = -(х-хо), 
Уо 


УУо~У\Уо = px-px\. 
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Slika 2.18: Parabolaj 2 = 8x, pol Pq( — 2, — 1) i polara po 


Koristeći prvu jednačinu (2.54) sada nalazimo 

УУО = р(х + х 0 ). 


(2.56) 


To je jednačina polare po parabole (2.49) sa polom Р 0 (х 05> уо). 

Pol i polara imaju smisla i kada se na opisani način ne može izvesti njihova veza (2.56). Na 
primer, ako za pol uzmemo fokus F(p/ 2,0) ove parabole ( у 2 — 2px), tada (2.56) daje х = —р/ 2, 
tj. direktrisu parabole. Važi i obrnuto, ako je polara direktrisa, tada je pol fokus. 

■ Primer 2. 10 Odrediti jednačine tangenti povučenih iz tačke P 0 (—2, — 1) na parabolu у 2 = 8x. 

Rešićemo zadatak pomoću polare kao na slici 2.18. Koordinate tačke P 0 (—2, —1) u jednačini 
polare (2.56) daju y(— 1) = 4(x — 2), tj. у = —4x + 8. Presek polare i parabole je rešenje sistema 

y = —4v + 8, у 2 = 8x. 

Smenom ordinate dobijamo (—4x + 8) 2 = 8v i kvadratnu jednačinu 

2x 2 — 9x + 8 = 0. 

Rešenja su apscise xn= 9± ^ , sa odgovarajućim ordinatama уп = — 1 + л/Г7. Tražene tangente 
su prave: 

I tl : (-l- V / l7)y = 4(x+5±+), 

\ h : (-l + vT7)y = 4(x+^). 

Njihov presek, rešenje ovog sistema, trebala bi biti polazna tačka P 0 . ■ 


Elipsa ili hiperbola i prava 

Presek prave i elipse ili hiperbole nalazimo rešavajući sistem dve jednačine, prva sa drugom ili 
tećom: 


у = кх + п, 


2 2 
* У 

-h — = 1 

a 2 + 2 ’ 
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Smenom у iz prve u drugu ili teću, nalazimo kvadratne jednačine, redom: 

(i a 2 k 2 + b 2 )x 2 + 2 a 2 knx + a 2 (n 2 — b 2 ) =0, 

(i a 2 k 2 — b 2 )x 2 + 2a 2 knx + a 2 (n 2 -\-b 2 ) =0, 
čija rešenja su apscise presečnih tačaka, redom za elipsu i hiperbolu: 


*12 = 


2 кп ± abV a 2 k 2 + b 2 


a 2 k 2 - \-b 2 12 а 2 /: 2 — Z? 2 

koje uvrštene nazad (recimo u datu jednačinu prave) daju odgovarajuće ordinate preseka. 
Diskriminante ovih kvadratnih jednačina elipse i hiperbole su: 

D e — a 2 k 2 + b 2 — n 2 , Dh = —a 2 k 2 + b 2 + n 2 . (2.58) 

Kada je diskriminanta manja od nule, D < 0, tada se prava i kriva mimoilaze. Kada je diskrimi- 
nanta jednaka nuli, D = 0, prava dodiruje, tangira krivu. Kada je diskriminanta pozitivna, D > 0, 
prava seče krivu u dve tačke. 

Kada je prava у = кх + n tangenta krive tada izračunavamo dirališta T{x t ,y t ): 


2 kn + abV—a 2 k 2 + b 2 + n 2 


(2.57) 


a 2 k b 2 \ ( a 2 k b 2 

Te[ -, T h ( -,- 


n n 


(2.59) 


za elipsu i hiperbolu redom. 

U slučaju da imamo par tangenti na datoj krivoj sa diralištima Т\{х\,у\) i + 2 (-^ 2 + 2 ), tada je 
polara po prava koja sadrži ove tačke: 


У-У1 


У2-У1 


(x-x\). 


X2—X\ 

Pol je tačka preseka ovih tangenti Pq ( хо.уо), pa važe i jednačine: 




* 2*0 ± У2У0 = J 


a^ b 2 ’ a 2 b 2 


(2.60) 


(2.61) 


gde uzimamo znak plus za elipsu a minus za hiperbolu. Od druge jednačine (iste krive) oduzi- 
mamo prvu i dobijamo, redom: 

У2-У1 _ b 2 x 0 У 2 -У 1 _b 2 x 0 

2 1 2 ’ (2.62) 
X 2 — x\ a A yo X 2 — x\ a z yo 

za elipsu, odnosno hiperbolu. Ove koeficijente vraćamo u jednačinu (2.60) i nakon sređivanja 
dobijamo: 


ххо , УУо , 
a 2 b 2 ’ 


(2.63) 


gde uzimamo znak plus za elipsu a minus za hiperbolu. To je jednačina polare po koja odgovara 
polu Po za elipsu, odnosno hiperbolu datu u kanonskom obliku. 

Kao što je lako videti, identične jednačine ovima mogu se dobiti neposredno iz jednačine 
polare (2.36) za opšti oblik krive drugog reda. A ovde je lakše proveriti, recimo, da uzimanjem 
fokusa za pol Po = F(ae, 0) dobijamo direktrisu х — а/е za polaru, i obratno. 

■ Primer 2 . 11 Nalazimo jednačine zajedničkih tangenti krivih: 

22 22 

xr у л X у 

-h — = 1 -h — = 1 

64 12 1 112 9 

Prema uslovu dodira je 64£ 2 + 12 = n 2 i 112 k 2 + 9— n 2 . Pomnožimo prvu jednačinu sa ( — 1) 
i saberimo sa drugom da dobijemo 48£ 2 — 3 = 0, k \2 = ±1/4, a zatim nađimo odgovarajuće 
n \2 — ±4. Jednačine traženih tangenata su у — +x/4 ± 4. ■ 
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2.2.3 Kružnica 

Kada su oba fokusa elipse u jednoj tački (u centru elipse), elipsa se naziva kruznica. Iz načina 
konstrukcije elipse, slika 1.8, možemo razumeti da je kružnica geometrijsko mesto tačaka 
jednako udaljenih, za r, od date tačke C. Ta konstantna udaljenost se naziva poluprečnik , a 
konstantna tačka C je centar kružnice. 



Slika 2.19: Kružnica sa centrom C(p,q) i poluprečnikom r 

Na slici 2.19 data je proizvoljna tačka T(x,y) kružnice sa centrom C(p,q) i poluprečnikom 
r u Dekartovom pravouglom sistemu koordinata Оху. Normalne projekcije tačaka C i T na 
koordinatne ose zatvaraju pravougli trougao sa katetama х — p, у — q i hipotenuyom r. Iz 
Pitagorine teoreme sledi: 

{x-pf + (y-qf = r\ (2.64) 

a to je normalni ili kanonski oblik jednačine kružnice. Kvadriranjem i sređivanjem dobijamo 
razvijeni oblik jednačine kružnice: 

х 2 + у 2 — 2px — 2 qy + p 2 + q 2 — r 2 — 0. (2.65) 

Ovaj izraz možemo pomnožiti proizvoljnim parametrom A ф 0 i dobiti drugačiji zapis iste 
kružnice. Upoređivanjem tako poopštenog razvijenog oblika jednačine kružnice sa (2.3) opštim 
oblikom krive drugog reda nalazimo koeficijente: 


«п =«22 = A, «12 = 0, ао = -A p, a 2 3 = -A q, a 33 = Х(р 2 + q 2 - r 2 ). (2.66) 

Obratno, polazeći od opšteg oblika krive drugog reda i ( 2 . 66 ), možemo naći kanonski oblik 
( 2 . 64 ) i pročitati koordinate centra i poluprečnik kružnice. 

Kada imamo dve kružnice u kanonskom obliku, sa centrima C\(pi,qi), C2(p2,qi) čija 
udaljenost je C1C2, i poluprečnicima п, Г2, njihove uzajamne položaje procenjujemo po sledećoj 
šemi: 

• r\ + Г2 < C1C2 - kružnice su predaleko i nemaju zajedničkih tačaka; 

• n+r 2 = CiC 2 - kružnice se dodiruju izvana; 

• |п — r 2 | < CiC 2 < r\ + r 2 - kružnice se seku; 
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• \ r \ — r i\ = C\C 2 - kružnice se dodiruju iznutra; 

• C 1 C 2 < \r\ — Г 2 1 - jedna od kružnica je sasvim unutar druge. 

Dve ili više kružnica sa zajedničkim centrom nazivaju se koncentrične kružnice. 

Presek prave у = кх + n i kružnice nalazimo nalazimo rešavajući sistem od te dve jednačine. 
U opštem obliku dobijamo kvadratnu jednačinu poput (2.40). Broj rešenja je broj tačaka preseka, 
koji može biti dva, jedna ili nijedna, što odgovara slučajevima da prava seče kružnicu, da je 
tangira, ili da se prava i kružnica mimoilaze. U slučaju tangiranja, prava i kružnica imaju samo 
jednu zajedničku tačku Го(хо,уо) a jednačina tangente je: 

(x-p)(x 0 -p) + (y-q)(y 0 -q) = r 2 . (2.67) 


Kada je tačka 7о(хо,уо) izvan kružnice onda je nezivamo pol, a prava (2.67) je njena polara. 
Udaljenost date prave od kružnice je 


\kp-q + n 

c ~ л /FTT 


( 2 . 68 ) 


a ako je prava tangenta ova udaljenost je r. 

Ako je prava y = кх+п tangenta kružnice (2.64), tada je d = r, pa kvadriranjem i uređivanjem 
jednakosti (2.68) nalazimo 


r 2 (k 2 + 1) = ( kp-q + n ) 2 . 


(2.69) 


To je uslov dodira prave i kružnice. 

Kada su iz tačke 7о(хо,уо) van kružnice postavljene tangente na kružnicu (2.64), jednačine 
tangenti najlakše možemo tražiti na sledeća dva načina. 

■ Primer 2.12 Potražimo tangente povučene iz date tačke na datu kružnicu. 

7b(8,10), (x-2) 2 + (y-3) 2 = 4. (2.70) 


1. način, tražimo tačke dodira T\, T^. Zato što je dodirna tačka na kružnici, prema (6.64) 
biće (x\ — 2) 2 + (y\ — З) 2 = 4, a zato što sa tačkom 7o ona definiše tangentu, prema (2.67) 
imamo jednačinu (8 — 2) (jci — 2) + (10 — 3)(y\ — 3) = 4. Rešenja tog sistema su tangentne tačke 
T\(— 64/17,35/17) i ^2(4/5,23/5). Ove tačke uvrštene u jednačinu tangente (2.67), nakon 
sređivanja daju tangente: 


f t\ : 1 5x — 8>' — 40 = 0, 

\t 2 ' Зх — 4y+16 = 0. 


2. način, koristeći uslov dodira (2.69). Svaka od tangenti у = кх+п prolaze tačkom 7b(8,10), 
pa je 10 = 8 k + n. Uslov dodira daje drugu jednačinu 4(£ 2 + 1) = (2k — 3 + n) 2 . Rešenja ovog 
sistema su iste tangente (2.71). ■ 


2.2.4 Determinante 

Krive drugog reda sa jedinstvenim centrom simetrije, koji se naziva centar krive, su rešenja 
sistema jednačina: 


f а\\х + а\ 2 у + а\з = 0, 

\ a2\x + а22У + <223 = 0 . 


(2.72) 


U slučaju da ovaj sistem nema rješenja, onda kažemo da imamo krivu bez centra. 
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Takođe je poznato da translacija i rotacija koordinatnog sistema neće promeniti sledeće 
determinante simetrične matrice F: 



a\\ 

an 

«13 

Дз = 

ац 

ац 

агз 


asi 

аз2 

азз 


Д 2 


a\\ a \2 

an ац 


Ai = п\\ +^22- 


Polu invarijantan je zbir 


а 2 г 

агз 

+ 

«п 

«13 

азг 

азз 

«31 

«33 


(2.73) 


(2.74) 


koji je invarijantan samo na rotaciju koordinatnog sistema. 

Transformacijom (rotacijom, translacijom) koordinatnog sistema, krivu drugog reda možemo 
svesti na oblik: 


Ф(х,ј) = a n x 2 + 2a n xy + а 2 2 У 2 ■ 


(2.75) 


Kada je Ф(х,у) pozitivno definitno imamo elipsu, kada je negativno definitno imamo hiperbolu, 
a nedefinitno imamo parabolu. To proizilazi iz korena karakteristične jednačine: 


a\\ — A 
ац 


a 12 

#22 — A 


= 0 


A 2 — AiA T A 2 — 0. 


(2.76) 


Tri fundamentalne invarijante Д 3 , A 2 i Ai definišu krivu drugog reda, osim paralelnih linija, do 
kretanja u Euklidskoj ravni. Kada su odgovarajuće (delta) invarijante dve krive jednake, tada 
se te krive mogu kretanjem dovesti do poklapanja. Drugim rečima, takve su krive ekvivalentne 
obzirom na grupu kretanja ravni, tj. metrički ekvivalentne. 


Konačno pogledajmo i kratak pregled krivih II reda: 




ne-degenerisane Д 3 ф 0 

degenerisane A 3 = 0 

centralna 

Д 2 > 0 

Аз /Z < 0 realna elipsa 

tačka 



A 3 /Z > 0 imaginarna elipsa 



д 2 < о 

hiperbola 

paralelne prave 

ne-centralna 

О 

II 

(N 

<1 

parabola 

Z > 0 imaginarne paralele 




Z < 0 realne paralele 




Z = 0 dupla prava 





ј 


Komutatori 

Komutator tačaka 
Komutator duži 
Jednačine prave 
Vektorsko množenje 

Trougao 

Simetrale uglova 

Upisani krugovi 

Unutra upisani krug 

Vani upisani krugovi 

Poluprečnici upisanih krugova 

Težište 

Centar opisanog kruga 
Ortocentar 
Ojlerova prava 

Triangulacija 

Triangulacija temenima 
ncr 


Super konike 

Lameove krive 


Analitička geometrija, takođe nazivana koordinatna geometrija je oblast matematike u kojoj 
se algebarskim simbolima i metodama rešavaju geometrijski problemi. Osnova je mnogih 
savremenih oblasti geometrije, uključujući algebru, diferencijalni račun, diskretnu matematiku i 
kompjutersku geometriju. Izvan matematike, analitička geometrija je u širokoj upotrebi u fizici i 
inženjerstvu. Sama geometrija je mnogo starija. 

Ravna geometrija je ona u kojoj važi Euklidov postulat paralelnosti. Jedna od varijanti tog 
postulata je sledećai: “Kroz datu tačku van date prave u istoj ravni prolazi tačno jedna prava koja 
nema zajedničkih tačaka sa datom pravom”. Dve prave koje se poklapaju, ili leže u istoj ravni ali 
nemaju zajedničkih tačaka nazivaju se paralelne prave. Geometrija u kojoj važi peti Euklidov 
postulat naziva se i euklidska geometrija. 

Neeuklidkske geometrije su eliptične, ili su hiperbolne. U ravnini eliptične geometrije svake 
dve prave linije se seku. Specijalni slučaj eliptične geometrije je sferna, ili Rimanova. Treća vrsta 
neeuklidskih geometrija su hiperbolične, ili geometrije Lobačevskog. U ravni ove geometrije, 
kroz datu tačku van date prave moguće je povući bar dve prave koje se ne seku sa datom pravom. 


U euklidskoj geometriji je odnos obima i prečnika proizvoljnog kruga iracionalna konstanta, 

broj 7Г = 3,14159_ Zbir uglova proizvoljnog trougla je 108°, ili 7Г radijana. U eliptičnoj 

geometriji odnos obima i prečnika kruga je manji od broja 7Г, a zbir uglova trogula je veći od 7Г 
radijana. U hiperbolnoj geometriji je obratno, odnos obima i prečnika kruga veći je od тг, a zbir 
uglova trogula je manji od 7Г radijana. 

U prvom delu narednog teksta razmatramo samo trouglove u euklidskim ravninama. Oni su 
neka vrsta duboke osnove ili uvoda u krive drugog reda, odnosno konike. 


3.1 Komutatori 

Na slici 3.1 je objašnjenje slijedeće formule za orjentisanu površinu trougla. 
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Analitička geometrija 


Teorema 3.1.1 Površina trougla ABC je: 

п (ABC) = 2 

■ ^ \ B x C x 


A y B y C y 
1 1 1 

(3.1) 



Dokaz. Primetimo da se površina trougla ABC na slici 3.1 sastoji od površina trapeza A X C X CA 
plus C X B X BC minus A X B X BA. Znamo da je površina trapeza jednaka proizvodu poluzbira osnovica 
(srednja linija trapeza) i visine. Drugim rečima, imamo 


П(АВС) = Ц^(С Х -А,) + Ц^(В,-С,) 
= ^ [Ax{By — C y ) + В Х (С У —А у ) + С х (А у — В у )] 


В х 

B v 


1 1 


С* 

Су 

1 


Ву +А у 
2 


(Џх Ах) — 


а to је ono što smo i hteli dokazati. 


3.1.1 Komutator tačaka 

Komutator tačaka A,B je broj [A,B\ = A x B y — B x A y . Očigledno je komutator tačaka nula ako i 
samo ako prava AB sadrži ishodište koordinatnog sistema. Uvek je [A.B\ = — [B,A\. 
Neposredna posledica teoreme 3.1.1 je sledeća. 

Korolar 3.1.2 Ciklični zbir komutatora temena trougla jednak je dvostrukoj površini tog 
trougla, tj. 

[A,B\ + [B,C\ + [C,A] = 2П (ABC). 


Dokaz. 

[A,B\ + [В ђ С\ + [C,A] = (А х В у — B x Ay) + (В Х С У — C x B y ) + (С х А у —А Х С У ) = 
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— A x (B y — Су) + В Х (С У — Ау ) + С х (А у — В у ) — 2П (АВС). 


Neka је na pravoj АВ data tačka Т, što možemo pisati T e AZ?, ili A — T — B kada naglašavamo 
da je T kolinearna sa tačkama A i B ali je između njih. Tada je površina trougla ABC jednaka 
zbiru površina trouglova ATC i TBC. Drugim rečima, važi sledeći stav. 

Teorema 3.1.3 TeAB +=> [A,B\ = [AJ] + [T,B\. 

Dokaz. Ako je T e AB , uzmimo proizvoljnu tačku C. Za površine trouglova važi 
2П (ABC) = 2П(АТС) + 2П(ТВС), 
pa imamo pojednostavljivanja, redom: 

[А,В\ + [B 2 C\ + [C,A\ = ([A,T] + [T,C\ + [C,A]) + ([! T,B\ + [ЗД + [( C,T \) 

[A,B\ + [C,A] = ([A, Г] + [Г,С] + [C,A]) + ([T,B] + [C, Г]) 

[A,B\ = [A,T} + [7\C] + [Г, 5] + [CT] 

[А,В] = [А,Г] + [Г,В]. 

Obrnuto, ako važi desna strana ekvivalencije, tada posmatrajmo trougao ATB. Iz 
П (ATB) = [A, T\ + [T,B} + [B,A\ = [A,B\ + [B,A\ = 0 
sledi kolinearnost temena A,T,B. U 

Naravno, ova teorema se može dokazivati i na druge načine. 

■ Primer 3.1 Proveriti tvrđenje teoreme 3.1.3 pomoću vektora. ■ 

Rešenje. Proizvoljna tačka Г na pravoj AB je data vektorskom jednačinom: 

of = dX+Xf-t, teR, (3.2) 

odnosno 

(Tjo Т у ) = (A x ,A y ) + (B x —A x ,By —A y )t. (3.3) 

Drugim rečima, imamo sistem jednačina: 

T x —A x + (B x —A x )t , T y — A y + (B y —A y )t . (3.4) 


[A, T] + [Г, B\ — A x T y — T x A y + Т х В у — В х Т у — 

= А х (А у + (В у —A y )t) — (А х + (В х — A x )t)A y + 

+ (А Х + (В х —A x )t)B y —В х (А у + (В у —A y )t) 

= А х Ау + A x B y t — A x A y t — А х Ау — B x A y t + A x A y t + 

АА х В у + B x B y t — A x B y t — B x A y — B x B y t + B x A y t 

— A x B y — B x A y 

= \^в\. 


Otuda 
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Slika 3.2: Konveksan i konkavan četvorougao. 

■ Primer 3.2 Predstaviti površine konveksnog i konkavnog četvorougao ABCD , na slici 3.2, 
pomoču komutatora. ■ 

Rešenje. Površina konveksnog (levo) je 
U{ABCD ) = U(ABD) + Tl(BCD) = 

= ([A,B] + [B,D] + [D,A]) + ([B,C] + [C,D] + [D,B]) 

= \A,B] + [B,C] + [C,D] + [D,A]. 

Koristeći teoremu 3.1.3, lako nalazimo i površinu konkavnog (desno): 

П (A'B'C'D') = [A',B'] + [B',C f ] + [C' ,D'] + [D',A'] = 

= [A' ,B'] + [B' ,E f ] + [E',C] + [C' ,D f ] + [D' ,E'] + [E' ,a!] 

= [A' ,B r ] + [B' ,E r ] + [E' ,A'] + [E',C] + [C' ,D'] + [D' ,E r ] 

= U(A'B'E') + U(E'Cd'). (3.5) 


Uopšte, ciklični zbir komutatora duž izlomljene zatvorene linije jednak je površini koju ta 
figura zatvara. Ta površina je pozitivna 1 (negativna) ako je obilazimo u pozitivnom (negativnom) 
smeru. 


3.1.2 Komutator duži 

Projekcijama duzi p = MN па koordinatne ose nazivamo orjentisane dužine: 


Px=N x -M x , p y = N y —М у . (3.6) 

Kada u determinanti (1.1) teoreme 3.1.1 zamenimo prva dva retka, determinanta, odnosno 
površina trougla П (ABC) menja znak. Otuda: 

f П= ^[A x (By — Cy)+B x (Cy—Ay)+C x (Ay — By)], 

\ П = \[А у (С х -В х )+Ву(А х -С х )+Су(В х -А х )]. У ; 

То isto pomoću projekcija duži možemo pisati kraće: 

f ^П —A x a y — B x by — C x Cy , 

\ 2П = A x a y + B x b y + C x c y . 

Komutator duzi p i q je broj [p , q] = p x q y — q x p y . To je dosledno sa definicijom komutatora 
tačaka. 

1 Pozitivan smer je suprotan kretanju kazaljke na satu. 
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Teorema 3.1.4 Ako su p = AC i q = BD dijagonale četvorougla ABCD , njegova površina je: 


П (ABCD) = [p,q]. 


(3.9) 


Dokaz . [p 5 #] — РхЦу ЦхРу = (Cjc A x ) (Z)-y 5^) (Z) x 5 X ) (Су A^) 

= ( C x Dy — C x B y — A x Dy + А х В у ) — ( D x Cy — D x Ay — B x Cy + B x Ay) 

= {A x By — B x Ay) + ( B x Cy — С х Ву) + ( C x Dy — D x Cy) + (D x Ay — A x Dy) 

= [A,B] + [£,C] + [C,D] + [D,A] = П(А5СП). 

U poslednjem koraku smo upotrebili rezultat primera 3.2. ■ 

U euklidskoj geometriji je uobičajeno temena trouglova označavati velikim slovima en- 
gleskog alfabeta A,5, C,..., stranice malim slovima д, fe, c,..., a uglove malim grčkim slovima 
a, јЗ , 7 ,.... Ako nije drugačije rečeno ovde ćemo prodrazumevati iste oznake, koje se vide na 
slici 3.3. 


c 



Slika 3.3: Podrazumevane oznake za trougao. 

U trouglu ABC , orjentisane projekcije stranica a = Z?C, b = CA i c = A5 na koordinatne ose 
su: 

Г BC : a x = C x - £ x , a y — C y — B y 

l CA: b x =A x -C x ,by=A y -Cy (3.10) 

A5 . c x = B x A x , c y = B y Ау 

Teorema 3.1.5 Za stranice a = BC , b = CA, c=AB trougla ABC važe relacije: 

a x + b x + c x = 0, + c_y = 0. (3.11) 

[fl,fe] = [b,c\ = [c,a] = 2П (ABC). (3.12) 

Dokaz. Prve jednakosti slede iz: 


a x + b x + c x — —(B x — C x ) — (C x —A x ) — (A x — B x ) — 0, 
a y + b y + Су = — (В у — C y ) — (C y — A y ) — (А у — В у ) = 0. 
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Zatim, važe jednakosti: 

[a, b] = a x b y - b x a y = 

(B x C x ) ( C y — Ау) — (Сх — A x ) — Су) 

= (5 x Cy — B x A y — C x C y + C x Ay) — ( C x B y — C x Cy —А х В у +А Х С У ) 

— (А х В у — В х Ау) + (В х С у — С х В у ) + (С х А у — А х С у ) 

= [А,В\ + [B,C] + [C,A] = 2 П (АВС). 

Poslednji korak је posledica korolara 3.1.2. Ciklična zamena slova daje ostale relacije (3.12). ■ 

Dakle, komutator dve stranice trougla jednak je dvostrukoj površini datog trougla. Zato je 
ciklični zbir tri komutatora stranica trougla jednak šestostrukoj površini datog trougla: 

[a,b\ + [b,c\ + [c,a\ = 6 П (ABC). (3.13) 

Otuda i sledeća relacija za trougao ABC: 

а||&||с [a,b\ + [b,c\ = [a,c\. (3.14) 

■ Primer 3.3 Dokazati da je: 

a x [C,A]-[B,C}b x = 2C x U, (3.15) 

gde je П = П (ABC) površina trougla ABC. ■ 

Dokaz. 

a x [C,A]-[B,C]b x = 

— (C x — B x ) (C x A y — A x C y ) — (B x Cy — C x By) (A x — C x ) 

— (C x A y —A x C x C y — B x C x A y +А х В х С у ) 

— (A x B x C y — В Х С Х С У — А х С х В у + С 2 х В у ) 

= С х [(А х В у — В х А у ) + (В Х С У — С х В у ) + (С х А у —А Х С У )\ 

= С Х ([А,В ] + [ВД + [С,А]) = С х • 2 П. 


3.1.3 Jednačine prave 

Pogledajmo nekoliko primera primene komutatora. 

■ Primer 3.4 Izvesti oblike jednačine prave pomoću novih oznaka: 

1. implicitni, 

2. eksplicitni. 

3. Primeniti ih na pravu kroz tačke A(2, — 3),B(— 1,4). 
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Dokaz. 1. Stavljajući T(x,y) u [A,T] + [T,B\ = [A,B] teoreme 3.1.3, dobijamo, redom: 


(• A x y - хА у ) + (. хВ у - B x y) = [A,B\, 


(Ву Ay)x (B x A x )y — [A,B], 

CyX-c x y=[A,B\, (3.16) 

gde je c = AB duž. To je implicitni, ili opšti oblik jednačine prave. 

2. Iz implicitnog oblika sledi: 

у-Ау = —(x-A x ). (3.17) 

C x 

To je eksplicitni oblik jednačine prave, gde c x = B x — А Х1 c y = B y —A y . 

3. Za tačke A(2, — 3),Д(— 1,4) imamo: 

C'v = Ву -Ay = l, c x = B x -A x = -3, [A.B] = A x B y - В Х А У = 5. 

Prema tome, implicitna (3.16) i eksplicitna (3.17) jednačina glase: 

lx + 3y = 5, у- 4 = T( x+ i). (3.18) 


Kada duž p = MN leži na istoj pravoj c — AB , iz (3.16) sledi sistem jednakosti: 

c y M x c x M y — [A , B\ , 
c yN x — c x Ny = [A,5], 

Oduzimanjem dobijamo c y p x — c x p y — 0, tj. [p, c\ = 0. Sa druge strane, ako prava c = AB prolazi 
ishodištem, tada je njen slobodni član [А ђ В\ = 0. Otuda sledeća posledica. 

Korolar 3.1.6 — Komutativnost. Za komutator tačaka [А ђ В\, odnosno duži [p,q\ važi: 

• [A, B\ = 0 ako tačke A, B i O leže na istoj pravoj. 

• [p, q\ = 0, ako duži p i q leže na istoj pravoj. 

■ Primer 3.5 Napisati segmentni oblik jednačine prave. ■ 

Rešenje. Ako prava c = MN seče x,y -ose redom u tačkama M ^ N, iz (3.16) sledi da je njena 
jednačina 


N y x + M x y — M x N y . 

Kada ovu jednačinu podelimo sa M x N y dobijamo: 

^+^ = i. 

М х N y 

To je segmentni oblik jednačine prave, gde je 

M x = m. M x — 0, N x = 0, N y — n. 


(3.19) 


Primer 3.6 Napisati normalni oblik jednačine prave. 
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Slika 3.4: Normala O — P — P' na paralelne prave c i c'. 


Rešenje. Na slici 3.4 vidimo slične trouglove A OMP ~ A NOP. OtudaM x = ОР/ cos co,N y = 
ОР/ sinft), pa jednačina (3.19) postaje: 

xcosčO + ysinft) = OP. (3.20) 


To je tzv. normalni oblik jednačine prave c , nazvane tako zbog nagibnog ugla (Q i dužine normale 
OP na datu pravu. ■ 

Kada podelimo opšti oblik jednačine prave (3.15) sa dužinom c = AB dobijamo jednačinu 
uporedivu sa normalnim oblikom (3.20). Na desnoj strani jednačine mora biti nenegativan broj 
koji predstavlja dužinu OP , tj. udaljenost prave c od ishodišta. Da bi to bolje razumeli koristimo 
funkciju predznak broja х: 


a(x) 


+ 1, X > 0 
— 1, x<0. 


(3.21) 


Pišemo skraćeno Gab = ( т([А,5]), odnosno o r AB = a([A r .B r ]). Dakle, funkcija sigma je broj 
(plus) jedan ako je navedeni komutator pozitivan ili nula 2 , a sigma je minus jedan ako je navedeni 
komutator negativan. Tako dobijamo: 

cos c0 = ° y , sin co =--—, OP = , (3.22) 

CGab CGab CGab 


gde je c = yj c 2 + c 2 , a sigme su predznaci slobodnog člana sa desne strane jednačine (3.16). 

■ Primer 3.7 Nađimo rastojanje između dve paralelne prave. ■ 

Rešenje. Na slici 3.4 vidimo dve paralelne prave c i c', sa iste strane ishodišta O. One imaju 
jednak ugao CQ normale OPP' ali mogu imati različite udaljenosti p = OP i p' = OP' od ishodišta. 
Prema tome, njihove jednačine u normalnom obliku će biti: 


Г c: xcoscQ+ysin(Q = /?, 
\ c': xcosCQ + ysinCQ — p'. 


(3.23) 


2 Ovo nije funkcija “signum”, jer je sgn(0) = 0. 
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Udaljenost, distanca između njih je razlika d(c,c') = \p — p' \. 

Kada je ishodište između paralelnih pravih c i c', ugao između normala je ispružen, tj. 
co' = со + 180°. Tadaje cos co' = — cosft) i sinn/ = — sinco, pajednačine (3.23) glase: 

Г c: xcosco + ysinCQ = p, (X1A\ 

\ c ': xcosCQ + ysinco = — p\ 

Rastojanje između pravih je ista razlika, ali sada 


d(c,c') = \p-(-p')\=p + p'. 


(3.25) 


Kada prevodimo prave (3.23) pomoću (3.20) u opšti oblik, primetimo da je c' x = c x , c' y = c y i 
c' = c. Dobijamo: 


c . СуХ-СхУ _ \A,B] y СуХ-с^у _ \А',ВГ\ 

СОАВ CGaB C&AB CC^ab 

Razlomci desno su uvek pozitivni, jer su količnici brojeva istog znaka. Zato je udaljenost između 
pravih: 


d{c,c') 


[A,B] ± [A',B'\ 


C ®АВ C 

Međutim, ako ostavimo predznak komutatora, tada isti rezultat glasi: 


(3.27) 


Naime, ako su prave sa iste strane ishodišta tada komutatori (slobodni članovi jednačina prave) 
imaju isti znak pa je korektno oduzimanje njihovih apsolutnih vrednosti. Međutim, kada su prave 
sa različitih strana ishodišta tada komutatori imaju različite predznake pa se u formul pojavljuje 
zbir apsolutnih vrednosti. 

Na primer, na slici 3.5 prava c : Зх — 4y = 5 je paralelna sa obe prave c'± : Зх — 4y = +2. 
Njene udaljenosti od obe su d(c,c±) = , tj. | odnosno Pored toga, međusobna 

udaljenost prim pravih je d(c'±,c'_) = ^ 2 ~^ 5 ~ 2 ^ = |. 



Slika 3.5: Paralelne prave c i c'±. 
u Primer 3.8 Naći udaljenost tačke od prave. 
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Rešenje. Neka su date prava c i tačka P'. Konstruišimo pravu c' koja sadrži tačku P' a paralelna 
je sa pravom c, kao na slici 3.5. Njihove jednačine moraju biti oblika (3.23) ako su prave c i 
c' sa iste strane ishodišta, ili oblika (3.24) ako su prave c i c' sa raznih strana ishodišta. Ako 
je jednačina date prave u opštem obliku (3.16) onda su jednačine pravih с,с' oblika (3.24), a 
traženo rastojanje je (3.27). 

Kada izračunavamo izraz (3.27) tada koristimo koeficijente prave c i uvršavamo koordinate 
tačke Р'(х',У). Koordinate tačke P' zadovoljavaju jednačinu c', pa možemo pisati: 

+c+) = 1М]-[А',Д / ]| = |[A,R]-( C> V-c,/)| ^ 


tj- 


Ј(С| ,У ) = ћ^М. 


(3.28) 


Na primer, na slici 3.5 na pravama c± : Зх — 4y = ±2 su tačke P±. Kako tačke leže i na 
normali у = — |jc, to su njihove koordinate P± (^, — iP±(— ^, ^). Udaljenosti tačaka od 

prave c : Зх — 4y = 5 su: 


d(c,P' + ) 



/32^42 


3 

5 


= 0 , 6 , 


d(c,P'_) 



/32^42 



Razlika ovih udaljenosti je d_-d + = 0,8, što se slaže sa udaljenošću između samih pravih c i 
c', koja prema (1.27) iznosi J(c' + ,c'_) = | = 0,8. 


3.1.4 Vektorsko množenje 

Dat je trougao u Dekartovom pravouglom sistemu Oxyz temenima A(A x ,A y ,A z ), B(B x .B y .B z ) 
i C(C x ,Cy,C z ). Projekcije datog trouglanakoordinatneravnix = 0, y = 0iz = 0su trouglovi, 
redom: 

Г x = 0: A(0,A y ,A z ),B(0,B y ,B z ),C(0,Cy,C z ), 

{ У = 0: A(A x ,0,A z ),B(B x ,0,B z ),C(C x ,0,C z ), (3.29) 

( z = 0: А(А х ,Ау,0),В(В х ,В у ,0),С(С х ,Су,0). 

Na slici 3.6 je prikazana jedna takva projekcija na ravan z = 0, tj. na koordinatnu ravan Оху. 
Dvostruke orjentisane površine trouglova (1.29) su: 




B y 

Су 


A z 

B z 

c z 


A, 

в х 

c. 

2П,= 

Az 

B z 

С- 

, 2Пу = 

A x 

в х 

C x 

, 2П г = 

A y 

Ву 

Су 


1 

1 

1 


1 

1 

1 


1 

1 

1 


odnosno 

Г 2П, : [A,B\ X + [B,C\ X + [C,A\ X , 

{ 2П у : [A,B} y + [B,C}y + [C,A} y , (3.30) 

(2U Z : [A,B] Z + [B,C] Z + [C,A\ Z . 

Pri tome je [A,2?] x = A y B z —A z B y i dalje ciklično. To je dosledno sa prethodnom definicijom 
komutatora. 
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c 



A 


Slika 3.6: Projekcija trougla ABC na ravan z — 0. 


Dvostruke površine projektovanih trouglova (3.30) možemo upotrebiti za definisanje vek- 
torskog mnozenja vektora: 


bxc = 


1 j k 
b x b y b z 

C x Су c z 


2П Х / 2П у j 2П z k. 


(3.31) 


Odnosno, za definisanje komutatora projektovanih stranica datog trougla na koordinatne ose, 
redom: 


[b,c\ x — b y c z c y b z , \b,c\ y — b z c x c z b x , [b,c\ z — b x c y c x b y . 

Znamo da se skalarno i vektorsko množenje vektora a i b definiše i sa: 


(3.32) 


b ■ c — b x c x + b y Cy + b z c z , 
bxc = [b,c\J+[b,c\yj + [b,c\ z k. 


(3.33) 


Ovo množenje se prirodno povezuje sa komutatorima i trouglovima. 

Paralelogram za sabiranje vektora je toliko intuitivan da je rana istorija njegove upotrebe 
nepoznata. Možda se po prvi put pojavio kod Aristotela (384 - 322. g.p.n.e.) i u “Mehanici” 
Herona iz Aleksandrije u prvom veku p.n.e. To je bio i prvi korolar (posledica) Njutnovih 3 
“Principa” iz 1687. Međutim, vektorski račun je nastao u prve dve dekade 19. veka radi 
geometrijskog predstavljanja kompleksnih brojeva. Gibs (. Josiah Willard Gibbs , 1839 - 1903) i 
nezavisno od njega Hevisajd (Oliver Heaviside, 1850 - 1925) su 1881. godine uveli današnje 
oznake za skalarni proizvod vektora koristeći tačku između vektora (u • v) i znak za množenje 
između faktora vektorskog proizvoda (u х v). 

Visina h — CD trougla A ABC na slici 3.7 je h = vsina, gde je v = |v| dužina stranice AC. 
Ortogonalna projekcija vektora v na stranicu AB je dužine AD = vcos a. Prema tome, skalarni 
proizvod definisan sa u • v = uv cosa, gde je intenzitet vektora \u\ — u, je proizvod dužine 

^lsaac Newton (1642-1727): Principia Mathematica. 
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c 



Slika 3.7: Skalarni proizvod vektora: п • v = wvcos a. 


projekcije vektora v na vektor u i dužine vektora п. Takvo množenje se se naziva skalarno 
mnozenje datih vektora. 

Primetimo da je jedinični vektor pravca A2? jednak n c = pa je vektor AD = vcos an c , tj. 
АГ)=^П . Otuda je vektor visine datog trougla 


d£ = v- 


vcosa. 


-u. 


(3.34) 


Skalarni proizvod jediničnih vektora Dekartovih osa, tzv. ortova i. j,k, je nula kada su faktori 
različiti i jedan ako množimo isti vektor, jer je ugao između različitih ortova 90°, a cos90° = 0 i 
cos0° = 1. Vektore označavamo strelicom iznad v, ili masnim slovom v, ravnopravno. 

Vektorskim mnozenjem vektora u i v dobijamo vektor n = u х v normalan na ravan koja 
sadrži vektore u, v, faktore množenja. Intenzitet proizvoda, |n| = wvsin<p, jednak je površini 
paralelograma razapetog vektorima faktorima. Smer proizvoda je ka onoj strani sa koje se vidi 
pozitivan ugao (p između faktora definisan redosledom množenja. Zato je vektorski proizvod dva 
proizvoljna vektora antikomutativan , tj.: 


U X V = —V X u. 


(3.35) 


Smer proizvoda možemo proceniti i ovako: kada prsti desne ruke idu redosledom množenja 
dva vektora, smerom ugla <p = Z(u, v), tada vektorski proizvod ide u smeru palca, kao na slici 
3.8. To je tzv. pravilo desne ruke. Sve ovo nam je poznato sa časova elementarne matematike. 

Treći način razumevanja smera vektorskog proizvoda vektora je tzv. pravilo desnog zavrtnja. 
Kada u ploču koja sadrži vektore faktore zavrćemo (odvrćemo) zavrtanj okrećući ga u smeru 
množenja, zavrtanj će se kretati u pravcu rezultata množenja. Ako je koordinatni sistem desno 
orjentisan , tada za vektorsko množenje ortova važe formule: 


ixj = k, jxk = i, kxi = j, 

Rezultat prvog množenja vektora je skalar, drugog vektor: 


u-v = U x V x + U y Vy + u z v z , 

u х v — (u y v z u z Vyj i T (+xU z u x Vy} j T (uj+y v x Uyj k. 


(3.36) 


(3.37) 


Kada dati vektor predstavlja orjentisanu duž, recimo u = OU, čiji početak je ishodište 0(0,0,0), 
a vrh tačka U (и Х1 u y ,u z ), tada su и Х1 u y i u z projekcije (1.6) vektora na koordinatne ose. Takođe, 
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vektor v = OV, gde je tačka V(v x , v y , v z ) predstavljena svojim projekcijama u odnosu na ishodište. 
Prema tome, ima smisla drugu od ovih formula pisati pomoću komutatora: 


U X V = [u, v\ x i + [м, v\yj + [u , v] z k. 


(3.38) 


Tako smo ponovo kod formula (1.33). 

Mešoviti proizvod vektora je vektorski i skalarni proizvod tri vektora: 1=А&,с=а£ i 
p=Ap , koji je skalar: 


( bxc)-p = 


Рх 


Ру Pz 
b y b- 

с у c z 


2П x p x + 2 ПуРу + 2П z p z = V (. ABCP ). 


(3.39) 


Ovaj proizvod označavamo sa i kao što znamo on predstavlja orjentisanu zapreminu (V) 

četvorostrane prizme razapete datim vektorima, tj. tačkama A,£,C,P. Rezultat je zapremina 
četvorostrane prizme poput one na slici 3.9. 



Slika 3.9: Kosa prizma ABCP. 

Kada za bazu te prizme uzmemo samo trougao ABC , umesto paralelograma ABCD , dobi- 
jamo pola zapremine V. Ako uzmemo samo četiri vrha ABCP dobijamo tetraedar sa šestinom 
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zapremine V. Dalje nalazimo: 


V (ABCP) 


A x A y A z 1 
B x B y B z 1 
C x Су C z 1 
P* Ру Pz 1 


(3.40) 


■ Primer 3.9 Neka je A ABC u ravni <т nagnutoj pod uglom 6 u odnosu na neku ravan <т', tj. 
0 = Z(< т, o ') i neka je AA'B'C' ortogonalna projekcija datog trougla na ravan o'. Proveriti da 
površina projektovanog trougla iznosi: 


П (A'B'C') = П (ABC) cos 0 . 


(3.41) 


Rešenje. Neka je linija preseka ove dve ravni / £ 7Г П <т. Sve duži datog trougla paralelne sa / 
projektuju se u duži iste dužine, a sve one okomite na / projektuju se u duži dužine l' = / cos 6. 
Prema tome, površine datog i projektovanog trougla su u odnosu 1 : cos 9. Ш 

Na primer, kada projektujemo dati trougao A ABC na koordinatne ravni Oyz , Ozx, Оху, tj. 
ravni x = 0,y = 0,z = 0 dobijamo površine projekcija: 

n x = ncos0 x , П у = Псо$ву, n z = ncos0 z , (3.42) 

gde su 0 X , 0 y, 9 Z nagibni uglovi ravni datog trougla prema odgovarajućim koordinatnim ravnima. 
Takođe lako nalazimo: 

n 2 = n 2 x + U 2 y + n 2 z . (3.43) 

■ Primer 3.10 Naći zapreminu paralelopipeda sa temenima A(l, 1,1), B( 2,0,3), C(4,1,7) i 
Р(3, — 1,—2) koristeći: 

1. formulu (3.39), 

2. fomulu (3.40). 


Rešenje. 1. Koristeći mešoviti proizvod vektora (3.39) imamo, redom: 


v = [b,c,p] = 


1 

-1 

2 


1 

0 

0 

3 

0 

6 

= 

3 

3 

0 

2 

-2 

-3 


2 

0 

-7 


- 21 . 


2.Koristeći determinantu četvrtog reda (3.40) dobijamo isto: 


1 

1 

1 

1 


1 

0 

0 

0 




2 

0 

3 

1 


2 

— 

2 

1 

-1 




4 

1 

7 

1 


4 

— 

3 

3 

-3 




3 

-1 

- 

2 1 


3 

- 

4 

-5 

-2 







-2 

1 


-1 


0 

0 

-1 


3 0 



= 

-3 

3 


-3 

= 

3 

0 

-3 

= 

0 -7 




-4 

-5 


-2 


0 

-7 

-2 



= -21. 



3.2 Trougao 


63 


■ Primer 3. 11 Pokazati da je: 

[П, d]z — A z Q ) "T" ^Z H“ Uyby) + Q (d*+X H“ dyCy) . 


(3.44) 


Rešenje. 


[ćz, n] z — d x Yly U x d y — 

= (C x — Вх) [Аг (-®jc — C x ) + B z (C x — A x ) + Q (A x — B x )] 


[A y (B z C z ) + B y (C z A z ) + C y (A z B z )] (C y B y ). 


Međutim, kako je 



toje 


[+n] z — (C x — B X )[A Z (B X — C x ) +B Z (C X — A X ) +C Z (A X — B X )] 


4 " \Az (Ву Cy)+B z (Cy Ay)+C z (Ay By)](Cy Ву) 
— ax(A z d x + B z b x + C z c x ) (A z d y + B z b y + C z Cy)dy 
= -A z (dl + dy) — B z (d x bx + dyb y ) -C z (d x c x + d y Cy). 


Sa druge strane, [a, n] z = — [П ,a] z . 


3.2 Trougao 

Za razliku od kvadrata ili krugova, trouglovi imaju mnogo centara. U Antičkoj Grčkoj su ih 
poznavali četiri: centar upisanog kruga (eng. incenter ), težište ( centroid ), centar opisane kružnice 
(i circumcenter ) i ortocentar (< orthocenter ). Prema Kimberlingovoj (Cldrk Kimberling, 1942 -) 
klasifikaciji, njima pripadaju oznake redom: X\ , Х2, Х3 i Х4. Ovde ćemo ih razmotriti pomalo 
neuobičajenom metodom koordinata. 

3.2.1 Simetrale uglova 

Dve prave ž >,c koje se seku u tački A e b(lc grade dva para jednakih i suplementnih uglova. 
Simetrale лд , s' A tih uglova su uzajamno okomite, a svaka od simetrala je geometrijsko mesto 
tačaka jednako udaljenih od obe date prave. To znamo iz elementarne geometrije. 

Neka su date još dve tačke B e C G c, tako da imamo trougao A ABC nenulte površine. 
Podrazumeva se da nasuprot temena (veliko slovo) trougla leži istoimena (malo slovo) stranica 
trougla, tako da su jednačine pravih na kojima su stranice trougla: 



d: d y x — d x y=[B,C], 

b : byX-b x y=[C,A], 
c: CyX — c x y = [A,B\. 


(3.45) 


Kada saberemo sve tri jednačine, zbog teoreme 3.1.5, tačnije zbog relacija (3.11) i (3.12), na 
levoj strani zbirne jednakosti dobijamo nulu a na desnoj strani površinu trougla. Dakle, kada 
površina trougla nije nula, tada ne postoji zajednička tača za sve tri prave. Postoje tri razne tačke 
A,5,C koje su preseci tri različita para jednačina sistema (3.45). 
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3.2.2 Upisani krugovi 

Videćemo da trougao ima četiri upisana kruga, jedan unutra i tri izvana. Unutra upisani krug 
(eng. incircle) je najveći krug sadržan u trouglu, a vani upisan krug (eng. excircle ) leži izvan 
trougla, tangira jednu od njegovih stranica i produžetke druge dve, kao na slici 3.10. 

Simetrale uglova trougla indeksujemo imenima temena trougla, kao na slici 3.11. Tako 
je geometrijsko mesto tačaka S(x,y) jednako udaljenih od pravih Z?,c, tj. d(b,S) — d(c,S). 
Jednačina simetrale ugla u temenu A datog trougla daje: 


1 

м 

1 

н 


c y x - c x y - [A,B] 

b 


c 


Otuda jednačine simetrala uglova trougla: 


{ 


sa • 
s B : 
$c : 


b y x-b x y-[C,A\ - с у х-с х у-\А,В\ _ q 

b c ’ 

с у х-с х у-\АД , a y x-a x y-[B,C\ _ q 

c a ’ 

a y x-a x y-[B,C] , b y x-b x y-[C,A\ _ q 

a c 


(3.46) 


gde su a, b i c dužine istoimenih stranica. Grupišemo promenljive i dobijamo: 

(¥=■=¥)= 0 , 


sa : 

s B : 
^с : 


^y_ \_yy_ 
b ^ - 


(M^)j к-(ђ±ђ)у- =0, 

(? ± £) *- (f ± Ч) у - ± ¥)=°> 


(3.47) 


gde je a = + b — ybl + bj , c — у c\ + cj. Predznak “±” je u istoj jednačini isti, u 

različitim ne mora biti. Međutim, nije moguća svaka kombinacija ovih predznaka. 
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Na primer, kada na mestu znaka ± svugde biramo minus, dobijamo jedan saglasan sistem 
jednačina. Naime, zbir sve tri jednačine očigledno daje identitet 0 = 0. To znači da je bilo koja 
od tri jednačine posledica ostale dve i da postoji bar jedno zajedničko rešenje za sve tri. Kako su 
sve tri simetrale različite prave, to one moraju biti konkurentne. Imaće tačno jednu zajedničku 
tačku. Kao što znamo iz geometrije, zajednička tačka simetrala uglova trougla naziva se centar 
upisanog kruga trougla, koji ćemo ovde označavati S u (x u ,y u ). 



Slika 3.11: Oznake elemenata trougla. 


Teorema 3.2.1 Sistem jednačina (3.46) definiše tri konkurentne prave samo u slučajevima 
kada na mestu sva tri znaka “plus-minus” (tj. ±) stoji znak “minus”, ili kada je jedan bilo koji 
od tih znakova “minus” a ostala dva su “plus”. 


Dokaz. Kada grupišemo varijable sistema (3.46) dobijamo ekvivalentan sistem (3.47). Pom- 
nožimo prvu od jednačina (3.47) sa a drugu sa /3 treću sa у i saberimo sve tri. Dobijamo: 

( х: ^(а± 1Г ) + ^(/3± 2 а) + ^(г±з/3)=0, 

< ^(а±1У) + ^(јЗ± 2 а) + ^(у±зЈЗ) = 0, (3.48) 

( z: ^(а+^ + ^ОЗ+гоО + ^у+зјЗ^О, 

gde smo u prvoj jednačini (3.46) između razlomaka stavili predznak ±1 u drugoj ±2 i u trećoj ±3. 
Dobili smo novi, homogeni linearni sistem jednačina sa nepoznatima = а ±1 у, £2 = P ±2 oc 
i <§з = У±з /3. 

Trivijalno rešenje sistema (3.48) je £1 = £2 = £3 = 0. Da bi taj homogeni sistem imao i 
drugih rešenja, sva tri zbirna koeficijente ispred varijabli £ 1 , £2, moraju biti nule. Drugim 
rečima, mora determinanta sistema biti nula. 
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Međutim, determinanta ovog sistema je: 



by Су CLy 

b c a 


b y Су a y 

D = 

bx £x Ох 

r b л r c п r а п 

= abc 

b x c x a x 


[C,A] [A,5] [5,C] 

b с а 


[C,A] [A,B\ [B,C] 


— abc (( a x Cy c x a-y) [C, A] + (b x ciy a x by) [A, B\ + ( c x by b x Cy) [B , C]) 

= abc (2П [C,A] + 2П [A, B] + 2П [B, C]) 

= abc( 2П) ([C,A] + [A,B] + [B,C]) = abc( 2П) 2 , 

jer su sva tri komutatora projekcija jednaka dvostrukoj površini trougla (teorema 3.1.5), a zatim, 
ciklični zbir komutatora tačaka je dvostruka površina trougla (korolar 3.1.2). Dakle, determinanta 
sistema (3.48) je 

D = labcll 2 -ф 0, 

što znači da taj sistem nema drugih rešenja osim trivijalnih: 

aii 7 = 0, j 8 ±2 a = 0, y+ зј8=0. (3.49) 

Već smo videli da izborom sva tri minusa na mestu predznaka d=i, ± 2 , ±3 dobijamo sistem 
jednačina tri konkurentne prave. One predstavljaju simetrale uglova trougla koje se seku u centru 
upisanog kruga trougla. 

Drugi mogući izbor predznaka je: Tada imamo a — — 7 , zatim j 8 = — a = +yi 

/3 = 7 , što je moguće za svako 7 . 

Međutim, izbor predznaka +, —, — vodi (3.48) u kontradikciju. Naime, pretpostavimo li da 
postoje neki različiti od nule brojevi a, j 8,7 takvi da je a + 7 = 0 , zatim j 8 — a = 0 i 7 — j 8 = 0 , 
tada je a = — 7 , zatim j 8 = a = — yi j 8 = 7 , ali poslednje dve vrednosti j 8 daju — 7 = 7 , tj. 7 = 0 , 
što je u kontradikciji s pretpostavkom da je 7 ф 0. Simetrično, isto važi i za permutacije +, —, + 

i —,+,+. 

Izbor predznaka +, + , + takođe vodi u kontradikciju. Naime, iz 

a + 7 = 0 , j 8 + a = 0 , 7 + j 8 = 0 

sledi a = — 7 , j 8 = —a = + 7 i j 8 = — 7 , te 7 = 0 , što je u kontradikciji s pretpostavkom da je 
7^0. 

Kako drugih varijacija predznaka nema to znači da sistem (3.46) definiše tri konkurentne 
prave samo u slučajevima kada između razlomaka na sva tri mesta stoje minusi (—, —, —), ili dva 
plusa i jedan minus (+,+,—) u bilo kojoj od tri permutacije. Time je teorema dokazana. ■ 

U sledećim primerima su data temena trougla a tražimo centar S u (x u ,y u ) upisanog kruga. 
Eventualno, centre vani upisanih krugova na stranicu označavaćemo redom sa S' a (x' a ,y ' a ), 
S' b (x' b ,y' b ) i S' c (x' c ,y' c ). Držaćemo se cikličnog redosleda i smera uzimanja podataka i nećemo 
voditi računa o položaju ishodišta koordinatnog sistema Оху u odnosu na ugao i njegovu 
simetralu. 

■ Primer3.12 Dat je trougao A(l, 1),5(4,2),C(3,5). Naći centar S u unutra upisanog kruga. ■ 

Rešenje. Izračunavamo а х = С х — В х , a y = C y — B y , a = yjd* + a*, ..., nalazimo: 

a x — — 1 a y = 3 a — \/l0 \iB , C] 14 
b x = - 2 b y = —4 b = л/20 [C,A] = —2 
c x = 3 c y = 1 с=у /То [A,B] = - 2 


(3.50) 
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pri čemu su komutatori [B,C\= В Х С У — C x B y = 14,... . Zatim formiramo jednačine pravih linija 
na kojima leže stranice trougla: 


a : 

a y x — a x y — [B,C] = 0, I 

f a : Зх + у — 14 0, 


b : 

it 

cf 

II 

cT 

1 

1 

н 

b : — 4x + 2 у ±2 = 0, 

(3.51) 

c : 

cf 

II 

1 

c 

1 

н 

C 4 

^ c: х — Зу ±2 = 0. 



Tako dolazimo do jednačina simetrala uglova: 

4x—2y—2 I — х+Зу— 2 _ 

vTo ^ vTo “ и ’ 
-х+Зу-2 -3x-j+14 


SA ' 
s B : 
$c : 


>/т ■ J - Vlo _0, 

— Зх— у+14 I 4x— 2y —2 _ п 

УТ 1 V 20 “ 


(3.52) 


Umesto znaka “±” svugde stavljamo znak ” i dobijamo jednačine simetrala unutrašnjih 
ulgova datog trougla. Nakon množenja sa л/Т i grupisanja nepoznatih imamo sistem: 


5 A : (2\/2+ l)x— (л/2 + 3)у — л/2 + 2 = 0, 

Ve : 2x + 4y — 16 = 0, 

sc : (—3 — 2+2)x— (1 — л/2)у+ 14 + >/2 = 0. 


(3.53) 



Slika 3.12: Centar upisanog kruga trougla A£C. 


Kontrole radi, ako saberemo sve tri jednačine dobićemo identitet 0 = 0, što znači da je 
sistem saglasan. Dakle, postoji jedinstveno rešenje, tačka S u (x ui y u ). Biramo bilo koje dve od tri 
jednačine. Rešenje sistema od dve izabrane jednačine su koordinate tačke S u : 


_ 4+2V2 _ 2+3V2 

“T+Vž’ Уи ~+++Г 


(3.54) 


Približno x u = 2,82843 i y u = 2,58579. Rezultati su na slici 3.12. 
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■ Primer 3.13 Dat je trougao A(l,2),fi(3, — 2),C(5,3). Naći centar S' c (x' c ,y' c ) vani upisanog 
kruga na stranicu c = AB. ■ 

Rešenje. Lako nalazimo stranice i komutatore: 


: = \/29 
b x = - 4 b y = -1 b = vTŽ 


a x = 2 


ciy = 5 


[В,с} = 19 

__ [C,A] = 7 

c x = 2 c y =—4 с =\/ 20 [А,Б] = — 8 

Jednačine pravih linija na kojima leže stranice trougla su: 


a: 

дус — — Б,С] = 0 , j 

r a : 

5x — 2y— 19 = 0, 


и- 

II 

g; 

i 

i 

X 

b: 

—x±4j —7 = 0, 

c: 

CyX — c x y— [A,5] = 0, 1 

< c ■ 

—4v — 2 y ± 8 = 0 . 


Zbir slobodnih članova [5,C] + [C,A] + [A,5] = 18 je dvostruka površina ovog trougla. 
Dalje, formiramo jednačine simetrala uglova: 

х— 4y+7 I 4x+2_y—8 _ n, 

—ЈгГ ^ V20 _ и ’ 

4x+2j—8 — 5x+2j+19 ( 



\/20 
—5x+2j+19 

729 


729 _0 ’ 

I x-4j+7 _ п 
^ 7T7 _u - 


tj- 


5Д 

SB 

Sc 


_3_ +J_ 
>717 720, 

J_ + ^5_ 
,720 729, 

czl± J_ Ijc 
,729 ^ 717 ]x 


х — 


х — 


J_±^ 2 _ 

>717 7+ 

-2 I _j^2_ 

,720 729 


cz 2 ± 

,729 ^ 


4 

TT7, 


У + 
У + 
У + 




720 , 


-8 i J9_ 

,720 729 

19 i 7 

,729 717, 


= 0 , 

= 0 , 

= 0 . 


(3.55) 


Na slici 3.13, sa ,v su označene unutrašnjie simetrale uglova (ljubičaste prave), a primovano 7 
su oznake vanjskih simetrala (zelene). Sve tri unutrašnje simetrale imaju znak minus na mestima 
± jednačine ( 2 . 11 ), a sve tri vanjske imaju znak plus. 

Simetrale vanjskih uglovaA i B su: 


+ -A-\ x - (^- + ~k)y= (^+ + 

717^ 720+ 1717^ 720+ 1717^ 720; 

_4_ + ^1| ЈС _ +^2 | v = | _?-U Л ' 

, 720 ' 729 / X \ 720 ' 729 / ^ VT20^T29y 


Determinante ovog sistema su: 


(3.56) 


A = 


_2_ +J_ 
ТГ7 720 

—4- 1 — 5 

720 729 


^+ + += 
717 720 

2 i _J2__ 

720 729 


Д х = 


д у = 


^L + ^ 
7п ТГб 

8 , ^19 

720 ^ 729 

^ + ^ 
7T7 720 

_4 - 1 _ ~5 

720 729 


^L + ^ 
7п ТГб 
J_ +J_ 
720 729 

J£Z_ _|_i_ 

7 п ТГб 

8 , ^+9 

720 ^ 729 


tj- 


Д : 


Д+ = 



7П-20 

1 


72СГ29, 

3 


,729+7 TlLŽO ТГб±9, 

_io ( 3_2_ -2 A 

V 729-П 7П-20 720-29 / ’ 


(3.57) 
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Slika 3.13: Sve simetrale uglova trougla ABC. 


Rešenje sistema je tačka S'.(.y'..y' ), centar upusanog kruga vani na stranicu c = AB ovog 
trougla, na slici 3.13. Koordinate centra su: 


. D. i D v 

x' = — = -0,91463 у' = = -2,16283. 

D 7 D 


(3.58) 


3.2.3 Unutra upisani krug 

Iz primera vidimo koliko bi bilo značajno poznavati formule za izračunavanje koordinata centara 
upisanih krugova. Da bismo došli do takvih formula, prvo prepišimo sistem (3.47) u ekvivalentan 
oblik: 

( (&±l?)*-(fc±l?))'+(¥ 1± 1 ‘¥ 1 )=0. 

{ *в: 0 ±1 ±)д:-(Ј±2|)у+(М± 2 И)=О, (3,59) 

( s c : (±±з^)д:-(±±з|))-+(И±з 1 ¥ 1 )=0. 


Videli smo, teorema 3.2.1, da preznaci ± 1 ,± 2 ,±з mogu biti tri minusa, ili jedan minus i dva 
plusa. Razmotrimo redom te slučajeve. 

Teorema 3.2.2 Kada u sistemu jednačina (3.59) umesto ± na svim mestima stoji minus, tada 
je rešenje sistema: 

A x a + B x b + C x c A y a + B y b + C y c 

Xu = --> Уи = --* 

a+b+c a+b+c 
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Dokaz. Sistem (3.59) sada glasi: 

f«: (£-*)*-(&-*>+(¥ 

[ Sc • (?-|)^-(^-^)у+( Е ¥ 1 


_М) = о, 

¥)=o. 

-M)=0. 


(3.60) 


Bilo koje dve od tri navedene jednačine daće rešenje, tačku S u (x u ,y u ) koja je centar upisanog 
kruga trougla. Na primer, S u G rešimo sistem prve dve od navedenih jednačina. 

Determinanta sistema je 


by 

Су 

с х 

b x 

b 

с 

с 

b 

£у _ 

_ Оу 

СЈх _ 

_ £х 

с 

а 

а 

с 


by a x _ b y c x — c y a x + c y c x \ _ ( CyC x _ Cyb x _ a y c x + a y b x 
ba bc ca c 2 J \ c 2 cb ac ab 

_ b y a x a y b x c y b x b y c x a y c x c y a x 

ab bc ca 

Prema teoremi 3.1.5 imamo [a,b\ = [b,c\ = [c,a\ = 2П, što znači da je svaki od brojnika jednak 
dvostrukoj površini datog trougla. Otuda: 



D — 2П ( — + -—I- 

ab bc ca 


2П, , ч 

— — — (a-\-b-\-c). 
abc 


(3.61) 


Ovo je determinanta sistema bilo koje dve od tri jednačine (3.60). 
Determinanta promenljive х prve dve jednačine (3.60) je, redom: 

[А£\_[ВД £x _bx 
Д — _ b c c b — 

c a a c 

= ( [A,C]a x _ [A,C]c x _ [B,A]a x + [Д,А]сЛ 

\ ba bc ca c 2 J 

+ ПВ,А]с х _ [B,A]b x _ [C , B]c x + [ CB]bA 
\ c 2 cb ac ab J 

= [A,C]a x - [C,B]b x [B,A]b x - [A^Cjc^ [C,B]c x - [£,А]а х 
ab bc ca 

_ C x • (2П) + A x -( 2П) { B x -(2 П) 
ab bc ca 

Naime, [A,C\a x - [C,B\b x = 

— — (A x C y — C x A y ) (B x — C x ) + (C x B y — B x C y ) (C x — A x ) 

— — (А Х В Х С У — A x C x C y — B x C x A y + С х А у ) 

\~(СхВу ~А х С х В у — В Х С Х С У -\- А х В х С х ) 


— Сх ' ( А х С у В х А у + С х А у С х В у -\-А х Ву + В Х С У ) 

— Сх ' [А х (В у — С у ) + В х (С у —Ау) + С х (А у — Ву)\ 

— С х • (2П), 
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jer je površina datog trougla П = Yl(ABC). Cikličnom zamenom slova dobijamo ostale brojnike. 
Dakle, determinanta promenljive х je: 


nrr 'C x A x B x 
A X = 2U\ -\ + ^ + - 
ab bc ca 


2П 

— ^^(A x a + 2 ? x Z? + C x c). 


(3.62) 


Determinanta promenljive у prve dve jednačine (3.60) je, redom: 


4у = 


by _ Су [A,C] [ВД 

b c b c 

c y a y [B,A\ [C,B\ 

c a c a 


f b y [B,A] by[C,B] сЈВ+Ц t Cy[C,B] \ 

\ bc ba c 2 ca ) 

f c y[A]C\ — c-y[fi,A] a y [A , C] ^ 

\ cb c 2 ab ac J 

a y [A,C]-b y [C,B\ by[B,A]—c y [A,C\ c y [C,B\ -a y [B,A\ 

ab bc ca 

_ Су • (2П) ^ ■ (2П) ^ B y • (2П) 

ab bc ca 

Naime, a y [A,C\ — b y [C,B\ = 


— — {В у — C y ) (А Х С У — С х А у ) + (Су — Ау) (С х В у — В х Су) 

— — (А х В у Су — С х А у Ву — А х Су + С х А у Су) 

+(С х ВуСу — В х Су — С х А у Ву + В х АуСу) 

— С у • (А х В у — А х С у + С х А у — С х В у + В х Су — В х А у ) 

— С у • [А х (В у — С у ) + В х (С у — A y ) + С х (А у — В у )\ 

— С у • (2П) . 

Cikličnom zamenom slova dobijamo drugi i treći brojnik razlomaka. Dakle, determinanta 
promenljive у je: 

А у = 2п(^- + Џ + ?Л = AL (д а + B y b + C y c). (3.63) 

\ab bc ca) abc 


Prema tome, jednačine (3.60) predstavljaju prave koje se seku u istoj tački S u (x u ,y u ) koja je 
centar upisanog kruga datog trougla. Koordinate tog centra su x u = tj. 


Ах I Bx_ I CA j ( 2_ I _ 1 I _ Lj _ A x a+B x b+C x c 

bc'ca'ab)/ \bc ' ca' ab) a+b+c 5 

+ I + j C y j / ( — _I_ - I_Lj _ A y a+Byb+C y c 

bc ' ca ' ab I / Kbc'ca'ab) a+b+c 

Time je teorema dokazana. 



(3.64) 


U primeru 3.12 formule (3.51) daju: 

_ 1 • ^Т + 4- х/20 + 3 • >Д0 _ A + 2+2 
Л "~ л/Т + л/20 + \/l0 1 + л/2’ 

_ 1 • +10 + 2+Ћ) + 5л/Т _ 2 + 2+2 
Уи ~ +Ш+++ 0 + л/Т _ 1 + +2 ' 

To је rezultat jednak tamo dobijenom. 
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3.2.4 Vani upisani krugovi 

Potražimo sada centre S' p (x f p ,y f p ) vani upisanih krugova na stranice p G {a,b,c} trougla A ABC. 
Ne gubimo na opštosti ako pretpostavimo da je krug upisan sa vanjske strane stranice c. 

Teorema 3.2.3 Kada u sistemu jednačina (2.15) umesto ±i, ± 2 , ±2 stoji redom +, +, — tada 
je rešenje sistema: 

, A x a + B x b — C x c . A y a-\-B y b — C y c 

x c= - 7~L -» — - * 

a+b—c a+b—c 

Dokaz. Neka su s' A ,s' B simetrale vanjskih uglova A,5, a sc simetrala unutrašnjeg ugla C datog 
trougla. Vanjske simetrale su primovane za razliku od unutrašnje, samo zbog lakšeg praćenja 
teksta. Dosledno tome, u prve dve jednačine (2.15) na mestima ± birajmo plus, a u trećoj minus: 


+ ,Cy 

b ' c 


: М^М“ + “И' 

4: (? + ?)-(? + !)?+(¥ + “) = 0 , 

(?- t >-(?- t ) y +(¥-¥)=1 


(3.65) 


Prema teoremi 3.2.1, bilo koje dve od tri navedene jednačine daće isto rešenje tačku S' c koja 
je traženi centar upisanog kruga trougla. Na primer, ‘S'c e S A П 5 В’ tj. potražimo S' c u preseku 
simetrala vanjskih uglova A,B. Rešavamo sistem prve dve od tri navedene jednačine. 
Determinanta tog sistema je 


Д = 



Cy_ хОу. 

c ' a 



by a x , b y c x c y a x c y c x \ / c y c x c y b x a y c x a y b x 
ba bc ca c 2 ) \ c 2 cb ac ab 

_ b y a x a y b x c y b x b y c x a y c x c y a x 

ab bc ca 

Kako je redom b y a x — a y b x = [a, b\ — 2П, ... to je svaki od brojnika je jednak dvostrukoj površini 
datog trougla. Zato je: 



Д = 2П 


1 1 1 \ 2 П . 7 , 

+ + ~ - ~^rS a + b ~ c )- 


ab bc ca 


abc 


(3.66) 


Ovo je determinanta sistema bilo koje dve od tri jednačine (3.65). 
Determinanta promenljive х je, redom: 

M±M —£x — h 

д _ _ b ' c c b _ 

[ВА[ [СД _qt_c_i ~ 
c ' a a c 

_ ( [A,C\a x [A,C\c x [B,A\a x [Д,А]с х \ 

\ ba bc ca c 2 ) 

f [B,A\c x [ВСЏ* [C,B\c x [СЈЏЛ 
\ c 2 cb ac ab ) 

= [A,C]fl x -[C,g]Z7 x _ [B,A\b x -\A,C\c x _ [C,B\c x -[B,A\a x 
ab bc ca 

Сх • (2П) ^ A x • (2П) ^ Вх • (2П) 
ab bc ca 
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Naime, opet je [A,C\a x — [C. B\b x = 2П, jer su ovi brojnici identični kao u prethodnim 
razlomcima. Samo predznaci ovih razlomaka su drugačiji. Determinanta promenljive х sada je: 


C 


B 


ab bc ca 


2П 


A x — 2П -- + -—I-) — —— ( A x a + B x b — C x c). 


abc 


(3.67) 


Determinanta promenljive у je, redom: 


A, = - 


by Су [A,C1 . [BA 1 

b ' c b п r _c 

Су * Оу 

c ' a 


Оу [BA\ \ [C,g] 


b y [B,A] b y [C,B] c y [B,A ] c,[C,B] 

I т I /-) I 




+ 


Cy[A,C] ^ Cy[5,A] ^ Oy[A,C] ^ пу\В,А\ 


a y [A,C\ — b y [C,B\ b y [B,A] -c y [A,C\ c y [C,B\ -a y [B,A\ 


ab 


bc 


ca 


C y • (2П) ( A y • (2П) В у • (2П) 


ab bc са 

Naime, opet je b y [fi, C] — a y [C, A] = 2П. I ovaj put je razlika samo u predznacima razlomaka, 
tako da je determinanta promenljive у ovde: 


C 


B 


ab bc ca 


2П 


A_y — 2П -- + — H—- — —r~ ( A x a + B x b — C x c). 


abc 


(3.68) 


Prema tome, rešenje sistema je x' c = %, y' c = +, odnosno: 


x'— lx 


A x a + B x b C x c 


a + b — c 


Ус = 


A y a + B y b — C y c 
a + b — c 


(3.69) 


To su koordinate tačke S' c (x' c ,y ' c ) koja je centar vani upisanog kruga na stranicu c datog trougla 
ABC. Time je teorema dokazana. ■ 

Zbog simetrije oznaka elemenata trougla, dalje lako nalazimo centre S' a ,S' b vani opisanih 
krugova na stranice a, b redom: 


4 - 4 = 


S' b : х' = 


—A x a + B x b + C x c 
—a + b + c 

A x a B x b + C x c 


Уа 


y'b 


—A y a + B y b + СуС 
—a + b + c 

A y a — B y b + СуС 


a—b+c a—b—c 

U primeru 3.13 za trougao А(1,2),Б(3,— 2),C(5,3) imamo: 


(3.70) 

(3.71) 


Ус = 


1->/29 + 3-vT7-5-v^0 
л/29 + л/17 — л/20 

2 • л/29 + (—2) • л/17 — 5 • л/20 


= -0,91463 

= -2,16283. 


У29 + ТТ7-\/2(Ј 
То је jednako tamošnjem rezultatu. 

■ Primer3.14 Temena trougla suA(—1,-1), 5(5,0), C(0,3). Tražimo centre upisanih krugova. 
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Slika 3.14: Unutra upisani krug u trougao sa ishodištem unutar trougla. 


Rešenje. Formiramo jednačine stranica: 

{ i a : — Зх — 5y+15 = 0, 
b : 4x — y + 3 = 0, 
c: — x + 6y + 5 = 0. 

Zatim formiramo jednačine simetrala uglova: 


. 4x— у+3 — x+6j+5 гл 

SA • +17 * +37 “ U ’ 

„ . -х+бу+5 _L_ — Зх— 5_y+15 п 

5в - +з? V34 -°> 

. —Зх-5у+15 , 4х—у+3 _ n 

SC ' V34 * VT7 _и ’ 

U svakoj od jednačina između razlomaka za znak “±” biramo 


sa : 
s B : 


: 


4 _ ^1_ 

Ч +Т7 +37 y 
-1 _ ^ 3 _ 
ч +37 +34 y 

-3 _4_ 

,+34 +17 у 


х — 


х — 


х — 


1 _ \ I / _+_5_ 

ч +17 +37 / ^ \ +17 +37, 

( _5_1+ 

+37 +34 У V +37 +34^ 

_5_LU+(J5_3_ 

,+34 +17 J 7 V л/51 л/17 


,+34 +17, 


—Otuda sistem: 

= 0 , 

= 0 , 

= 0 . 


Približno, to je sistem: 


s A : (1,13454)x— (1,22893)j+ (-0,0943881) = 0, 

s B : (0,350097)*-(-1,84389)?+(-l,75048) =0, 
sc : (-1.48464)*-(0.614957)?+(1.84487) =0, 


ili eksplicitno: 

( s A : ? = 0,923169*-0,0768051, 
J s B ; ? = -0,189869* + 0,949341, 
{ s c : ? = -2.41422x+ 3. 


(3.72) 


(3.73) 


(3.74) 


(3.75) 


(3.76) 


Na slici 3.14 prikazane su unutrašnje simetrale uglova trougla koji sadrži ishodište. Mada 
svaki od uglova trougla sadrži ishodište u jednačinama (3.73) umesto ± na sva tri mesta biramo 
— i dobijemo (3.74) simetrale unutašnjih uglova. Prema teoremi 3.2.2 centar upisanog kruga je 
tačka S u (0,921914;0,774302). ■ 
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3.2.5 Poluprečnici upisanih krugova 


Teorema 3.2.4 Poluprečnik unutra upisanog kruga trougla ABC je 

2П 


Г и = 


a + b + c 

Dokaz. Udaljenost centra S u od stranice c trougla, prema (1.28) iznosi: 

с у х и -с х у и -[А ђ В} 


Г u = 


Koordinate centra, prema teoremi 3.2.2, uvštene u navedeni izraz daju: 
1 


r u — —(——TI —Ау) (. A x a + B x b + C x c) 

c(a + b + c) 

— (B x — A x ) (A y a + B y b + СуС ) — ( A x B y — B x A y ) (a + b + c) 
\A x (B y — Су) + В х (Су — A y ) + С х (Ау — В у ) | 


1 


а + b + с 

2П 

a + b + c 


(3.77) 


Teorema 3.2.5 Poluprečnici vani upisanih krugova trougla ABC na stranice a, b, c su, redom: 

2П 2П 2П 


r' = 

' a 


-a + b + c 


r b = 


a — b + c 


r' = 

' c 


a + b — c 


(3.78) 


Dokaz. Udaljenost centra S' c od stranice c, prema (2.26) iznosi: 
с у х' с -с х у' и с-[АМ\ 


r' = 

c 


Koordinate centra, prema teoremi 3.2.3, uvštene u navedeni izraz daju: 
1 


r c = 


( B y Ay)(A x a + B x b C x c) 


c(a + b — c) 

— (B x — A x ) (A y a + B y b — Сус) — (A x B y — B x A y ) (a + b — c) 
A x (B y — C y ) — B x (C y — А у ) — С х (А у — В у ) | 


1 


a + b — c 

2П 

a + b — c 

Zbog simetrije, cikličnom zamenom oznaka dobijamo i ostala dva poluprečnika. ■ 

■ Primer 3.15 U prilogu [19] autor objašnjava upisane krugove unutar delova trougla i dokazuje 
daje: 


r<p a + Pb + Pc< min (a, b , c), 


(3.79) 


gde je r poluprečnik upisanog kruga u trougao ABC, a P je proizvoljna tačka unutar tog trougla 
koja formira tri nova podtrougla PBC,PCA,PAB čiji su poluprečnici upisanih krugova redom 
pcnpbipc- Proverimo tu relaciju i formulu (2.33) na prethodnom primeru trougla, birajući tačku 
P = 0. • 
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Rešenje. Poluprečnik (2.33) kruga trougla ABC je: 


23 


= 1.4342. 


V34 + Vvi + V?č 

Površine trouglova unutar su: 


П (OBC) : [0,B] + [B,C] + [C,0] = 15, 
П (OCA): [0,C\ + [C,A] + [A,0\ = 3, 
П(ОАВ) : [0,A] + [A,B] + [B,0] = 5. 


Stranice (q f = OQ ) trouglova unutar: 



Dakle, jednačina (2.35) postaje 



1.4342 < 1.96703 <4.12311. 


A to je tačno. 


3.2.6 Težište 


Temena trougla i dalje označavamo velikim slovima A,5, C,..., uglove u tim temenima malim 
grčkim slovima, redom a, јЗ , 7 ,..., a naspramne stranice malim slovima a, fe, c, — 

Četiri klasične tačke trougla su: centar upisanog kruga (S M ), težište (Г), centar opisanog 
kruga (S 0 ) i ortocentar (H) trougla. 

• Centar upisanog kruga 4 trougla je presek simetrala uglova. 

• Tezišnice (eng. medians ) trougla ДА8С su duži га+в+с koje spajaju vrhove sa sredinama 
suprotnih stranica trougla. Težište (eng. centroid) trougla je tačka T u kojoj se seku 
težišnice, slika 3.15. 

- Težišnica deli trougao na dva manja, jednakih površina. 

- Težište je uvek unutar trougla. 

- Težište deli težišnicu u odnosu 2:1 počev od vrha trougla. 

• Centar opisanog kruga 5 je presek simetrala stranica. 

• Visina 6 trougla je duž (recimo h c ) koja ide okomito iz temena (C) na suprotnu stranicu (c) 
trougla. Ortocentar trougla je tačka ( H ) u kojoj se seku visine. 

Neka su data temena trougla A(A x ,A y ), B(B x ,B y ) iC(C x ,C y ). Jednačine pravih linija na 
kojima se nalaze njegove stranice a = BC , b — CA, c = AB su (2.1). Sredine stranica su tačke 


AiEBC, Bi<eCA, CiCAB 


sa koordinatama: 


i 



(3.80) 


4 eng. incenter , excenter 
5 eng. circumcenter 
6 eng. altitude 
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c 



Trougao AA\B\C\ čine srednje linije trougla A ABC. Implicitni oblik jednačine prave na kojoj 
leži srednja linija c\ — A\B\ je 

C\ y x - C\ x y = 

odnosno 


( A\ y В\ у )х ( A\ x B lx )y — B\ x A\y A\ x B\ y . 

Otuda 

/ В у + Су С у +А у \ / В х + С х С х + А х \ 

V~ 2 ) Х ~ \~2 2 ) У ' 

_ С х +А х В у + Су В х + С х С у + А у 
~ 2 2 2 2 ' 

Sređivanjem dobijamo 

(Ву — Ау)х — ( В х — А х )у = 

= ^ (С Х В У + А х Ву + А х Су — В х Су — В х А у — С х Ау ), 

а zatim 


с у х - с х у = [А, B] + П(АВС). 

Prema tome, jednačine pravih c = AB i c\ = A\B\ su: 

Г c :с у х-с х у= [A,B], 

\ ci :CyX-c x y=[A,B}+ П, П=+. 

Dakle c i c\ su paralelne prave na udaljenosti, tj. pola visine iz temena C trougla A£C: 


c||ci, ć/(c,Cl) = y. 

Dužina srednje linije jednaka je polovini dužine osnovice datog trougla: 


^ ^ у ( B X ^ ^ ^ ^ ^ + (^ Су + Ау ^ 

= l -j+^+++B+A+= l -BA= l -AB. 

Time je dokazan sledeći stav. 


(3.82) 
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Lema 3.2.6 — Srednja linija. Srednja linija trougla je paralelna osnovici trougla i jednaka 
polovini njene dužine. 

Liniju (duž) koja spaja vrh trougla sa sredinom suprotne stanice nazivamo težišna liniija 
(duž), ili kratko tezišnica. Težišnicu koja leži na pravoj p označimo t p , a tačku u kojoj se seku 
težišnice označavamo T{T x , T y ) i nazivamo težište. 

Teorema 3.2.7 — Težište. Sve tri težišnice trougla se seku u istoj tački: 

f ха+хв+хс Уа+^+Ус \ 

v з ’ з ;• 


Dokaz. Duži AA\,BB\,CC\ su težišnice t a +b+c trougla A ABC. Na primer, težišnica t c = CiC 
leži na pravoj t y x — t x y = [C, C \], odnosno: 


(ciy - Cy)x - ( C\ x - C x )y = C x C\y - C lx C y . 


Dalje imamo: 




Ах + Дх 


i ^ \ ^Ау + Ву A x + B x 


C x )y = C x 


Množimo ovu jednačinu sa 2/3 i nakon sređivanja dobijamo: 

' A x + B x + C y 


Ау + Ву + Су 


-С у )х- 


2 


-С х У = 


_ r Ау+Ву + Су А х + В х + С х 

3 3 ч ' 

Slično radimo sa ostale dve težišnice. Koristeći smenu 

rp _A* + B x + C X _ Ау + Ву + Су 

х ~ 3 ’ у ~~ 3 


rezultate možemo kraće pisati: 


Г t a : (: Ту-Ау)х-(Т х -А х )у=А х Ту-Т х Ау , 

< t b : (Ту-Ву)х-(Т х -В х )у = В х Ту-Т х В у , (3.83) 

[ t c : (Ту-Су)х- (Т х -С х )у = С х Т у -Т х Су. 

To su jednačine težišnica trougla A ABC. Zbir ove tri jednačine je identitet 0 = 0, što znači da 
je sistem saglasan, da ove tri prave imaju barem jednu zajedničku tačku. Kako se težišnice ne 
poklapaju (tačke A,5,C nisu kolinearne) to znači da postoji najviše jedna njihova zajednička 
tačka. Dakle, postoji tačno jedna zajednička tačka triju težišnica. 

Uvrštavanjem je lako proveriti da tačka T(T X , T y ) rešava svaku od tri jednačine, npr. prvu: 


(Ту-А у )Т х - (T x —A x )Ty — A x Ty-T x A y , 


ТуТх А у Т х Т х Т у А х Ту—А х Т у Т х А у , 
АхТу — Т х А у = А х Т у — Т х А у , 


što је tačno. Slično proveravamo drugu i treću jednačinu. Time je teorema dokazana. 
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Projekcija težišnice t c na x-osu daje projekcije tri važne tačke C — T — C \: 




T x = 


A x + + C x 


Cljc — 


Ar + Дг 


Rastojanje između ovih tačaka je: 


(3.84) 


C x — T x , T x — Ci x , C x — Ci x , 


2Cj — Aj — 2Cj — A x — B x 2Cj — A x — B x 

3 ’ 6 5 2 ’ 

tj. CT = |CCi, ГС 1 = ^CCj. Time je dokazana sledeća poznata osobina težišnice. 

Korolar 3.2.8 Težište deli težišnicu u odnosu 2:1 počev od temena trougla. 


3.2.7 Centar opisanog kruga 

Poznato je da centar kružnice koja sadrži krajnje tačke neke duži leži na simetrali te duži. Prema 
tome, centar 7 opisane kruznice trougla , tj. kružnice koja sadrži sva tri temena trougla, mora 
ležati na svakoj od tri simetrale stranica trougla. To je Kimberlinova tačkaX 3 koju ćemo sada 
definisati rečnikom analitičke geometrije. 

Tačka S Q u kojoj se seku dve od tri simetrale s a , st >, s c stranica BC , CA i AB je centar kružnice 
koja sadrži krajnje tačke te dve stranice. Prema tome, ista kružnica sadrži sve tri temena trougla 
A ABC. Simetrale stranica trougla okomite su na same stranice u njihovim središnjim tačkama, 
odnosno paralelne su sa visinama na iste stranice. 

Na primer, stranica a = BC ima nagib k(a) = , a simetrala te stranice ima nagib 

k±(a) = — с х ~в х ’ koeficijent pravca visine h a . Ona prolazi sredinom stranice, tačkom 

A\ ^ Otuda jednačine simetrala stranica: 

Г : (C x - B x )x + (C y - В у )у = (C 2 X -B\ + Су - В 2 у )/2, 

{ s b (А х -С х )х+ (А у - С у )у = (А х - С х +А 2 у -С у )/2, 

( s c : (В х -А х )х + (В у —Ау)у = (В 2 Х -А 2 Х + В 2 -А 2 )/ 2. 

Ovaj sistem možemo napisati kraće: 

Г s a : a x x + a y y = (C 2 -B 2 )/l, 

^ s b b x x + b y y = (A 2 -C 2 )/ 2, (3.85) 

( s c : c x x + c y y = (B 2 -A 2 )/2, 

gde je A 2 = A 2 + A 2 , B 2 = B 2 + B 2 i C 2 = C 2 + C 2 . Svejedno kako ga pišemo, sistem je saglasan, 
jer zbir sve tri jednačine daje nulu sa obe strane jednakosti. Dakle, tri prave se zaista seku u 
jednoj tački S Q koju nazivamo centar opisane kružnice. Time smo dokazali sledeću lemu. 

Lema 3.2.9 Simetrale stranica trougla su konkurentne. 

Rešavanjem bilo koje dve od tri navedene jednačine dolazimo do istih koordinata centra 
3 0 (х 0 ,Уо) opisanog kruga, koje su u najopštijem obliku date u sledećoj teoremi. 

Teorema 3.2.10 — Centar opisanog kruga. Simetrale stranica trougla seku se u tački 


7 eng. circumcenter - centar opisane kružnice trougla 
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S 0 (x 0 ,y 0 ) sa koordinatama: 


x a : — (A 2 a y + B 2 b y + C 2 c y ), 

Уо '■ + 4П (A 2a x + B 2 b x + C 2 c x ), 


gde je П = Yl(ABC) površina datog trougla. 


Dokaz. Polazimo od sistema (3.85) i tražimo S,, (_ s lt l^' .v/,. Rešavamo prve dve od tih jednačina 
pomoću determinanti. Dokazaćemo da je tražena tačka 

c ( ^х 

So \J'~K 

pri čemu je u nazivnicima razlomaka determinanta sistema 


A = 


B y C y 


= 2П, 


1 1 1 

a u brojnicima su determinante promenljivih: 

Ar = + — 


A v = — - 


Determinanta pomenutog skraćenog sistemaje: 


a 2 +a 2 

B 2 X +B) 

с 2 х +с 2 у 

A y 

Ву 

Су 

1 

1 

1 

Ar 2 +A, 2 

B 2 x +B 2 y 

с 2 +с 2 

A x 

в х 

Сх 

1 

1 

1 


A = 


a x a 
b x b 


= [a,b] = 2U(ABC). 


(3.86) 


(3.87) 


(3.88) 


Time dokazano (3.85). 

Determinanta promenljive х je, redom: 


Ar = 


(B x ~С Х +В 2 — C y )/2 B y -C y 
(C 2 -A 2 x +C 2 -A 2 )/2 C y —A y 


B 2 X -C 2 + B 2 -C 2 С 2 -А 2 + С 2 -А 2 


Ву-Су 


Су-А у 


в 2 х -с 2 +в 2 -с 2 с 2 -а 2 +с 2 -а 2 с 2 +с 2 


Ву-Су 


С у -А у 


В 2 Х + В 2 

Ву 

1 


-А 2 -А 2 


-1 


с 2 +с 2 

Су 

1 


Cv 


а 2 +а 2 у в 2 +в 2 с 2 +с 2 


Dakle, tačna је i druga determinanta (3.87). 
Determinanta promenljive v je: 


В, 


C v 


A,= 


B x -C x (B 2 -C 2 + B 2 -C 2 )/2 
C x -A x (C 2 -A 2 + C 2 -A 2 )/2 
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(B 2 x -C 2 x +B 2 y -C 2 y )/ 2 B x — С х 
(С 2 -А 2 х +С 2 -А 2 )/2 С х —А х 

Dalje nastavljamo као u prethodnoj determinanti i dobijamo: 


A,= 


A x +A y B 2 + B 2 C 2 + C 2 


B r 


C x 

1 


Dakle, tačno je i (3.88). 

Prema tome, centar S 0 (x 0 ,y 0 ) opisanog kruga datog trougla ima koordinate: 


A x A y 

x 0 = -,J 0 = -, 


što je i trebalo dokazati. ■ 

Kada znamo koordinate tačke S 0 (x 0 ,y 0 ) i temena Q £ {A,B,C} trougla onda lako izraču- 
navamo poluprečnik opisane kružnice: 


*=^(* 0 -&) 2 + Су 0 -< 2 ,) 2 . 


(3.89) 


Kada znamo uglove datog trougla a = ZA, /3 = ZB, ili 7 = ZC, tada poluprečnik opisane 
kružnice možemo izračunati iz sinusne teoreme. 


Teorema 3.2.11 — Sinusna teorema. Kada su a, Z?, c dužine stranica trougla sa unutrašnjim 
uglovima naspram datih stranica, redom a, /3, 7 , a R je poluprečnik opisane kružnice trougla, 
tada važe jednakosti: 


a b 

sin a sin /3 


sm^ 


= 2 R. 


(3.90) 


Dokaz. Na slici 3.16 je dati trougao. Izaberimo proizvoljno teme, recimo C. Kako su periferni 
uglovi nad istom tetivom jednaki, to je ZC = ZC'. Međutim, ugao ZC'BA je prav 90°, jer je to 
ugao nad prečnikom AC '. Iz pravouglog trougla ABC' nalazimo AB = AC' • sin 7 , tj. = 2 R. 
Slično se dokazuju ostale dve jednakosti. ■ 

Poluprečnik opisane kružnice trougla možemo izračunati i pomoću sledeće formule za 
površinu trougla. 

Lema 3.2.12 Neka su < 2 , Z?, c stranice trougla ABC , a R poluprečnik opisane kružnice. Tada je 
površina trougla 


_ , abc 

П(АВС) = 


(3.91) 


Dokaz. Na slici 3.7 za skalarni proizvod vektora je površina trougla ABC je poluproizvod 
osnovice AB i visine h = CD . Međutim, h = b sin a. Zatim, iz sinusne teoreme imamo sin a — ^. 
Prema tome, 

ch cb sin a cba 
= 2~ = 2 = 2Д ’ 

a to je traženi rezultat. ■ 


Ako nemamo boljeg načina, površinu trougla izračunavamo pomoću sledeće formule. 














82 


Analitička geometrija 



Slika 3.16: Sinusna teorema 


Teorema 3.2.13 — Heronov obrazac. Kada su a,b,c stranice trougla, tada je njegova 
površina 

П = ^/s(s-a)(s-b)(s-c). (3.92) 

gde je s = fl+ 2 +c poluobim trougla. 

Dokaz. Koristimo istu sliku 3.7 i polazimo od iste površine П = у , kao u prethodnom dokazu. 
Odsečke koje visina pravi na podnožju označimo m = AD i n = DB. Jasno je da je m + n = c. 
Dalje imamo h 2 + m 2 = b 2 i h 2 + n 2 = a 2 . Iz m = c — n sledi 

m 2 — (c — n) 2 — c 2 — 2 cn + n 2 . 

Dodajući na dve strane jednakosti po h 2 dobijamo 

h 2 + m 2 — h 2 + c 2 — 2 cn + n 2 . 

Smene daju b 2 = a 2 + c 2 — 2ш, pa rešavanjem po n izlazi n = a2 +^~ b2 . Na kraju, smenom u 
h 2 — a 2 — n 2 dobijamo, redom: 

h 2 — a 2 — n 2 — {a + n ) (a — n) = 

/ a 2 + c 2 -b 2 

V 2 Č 

( 2 ac + a 2 + c 2 — b 2 ) (2ac — a 2 — c 2 + b 2 ) 

4c 2 

[{a + c) 2 — b 2 ] [— {a — c) 2 + b 2 ] 

4 c 2 
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(a + b + c) (a + c — b) (b + a — c) (b — a + c) 

4 c 2 

2s • 2 (s — a) • 2 (s — b ) • 2(s — c ) 

4s 2 

Prema tome h 2 = odnosno /г = c \ Zatim se vraćamo na nave- 

c 2 c 

denu površinu trougla 


п= '_ сН= ШБИИБ = 

— \Js(s — a)(s — b)(s — c ), 

a to je ono što smo i trebali dokazati. ■ 

3.2.8 Ortocentar 

Liniju која iz vrha ide okomito na naspramnu stranicu trougla nazivamo visina , a tačku u kojoj 
se seku visine nazivamo ortocentar. Visinu koja leži na pravoj p E {a, b , c} označavaćemo h p a 
njihov presek je ortocentar, Kimberlingova tačkaX* koju ćemo ovde označavati H. Ortocentar 
oštrouglog, pravougog, odnosno tupouglog trougla je unutar, na stranici, odnosno izvan trougla. 


c 



Slika 3.17: Ortocentar H trougla A£C. 

Jednačina prave c = AB na kojoj se nalazi istoimena stranica trougla ABC može se napisati 
(2.16) u obliku c y x — c x y = [A,B\. Njen eksplicitni oblik (2.17) je у — A x = J(x — A x ), gdeje 
k = J koeficijent prave, tj. tangens ugla koji zaklapaju x-osa i data prava. Prava okomita na datu 
ima koefiicijent pravca = — \/k, pa visina iz temena h c = CC2 leži na pravoj čiji je eksplicitni 
oblik у — С у = —^г(х — C x ). Nakon sređivanja dobijamo implicitni oblik jednačine visine h c iz 
temena C trougla ABC na suprotnu stranicu c = AB: 


h c : с х х + с у у = с х С х + с у Су. 


(3.93) 
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Lema 3.2.14 Visine trougla su konkurentne (tj. seku se u istoj tački). 


Dokaz. Na isti način kao prethodnu, dobijamo sve tri jednačine visina: 

( h a • (-®jc — Cx)x + (Ву — Су)у — ( B x — С Х )А Х + (Ву — Су)Ау , 

л hb : (С х — А х )х-\- (Су — Ау)у = (С х ~А Х )В Х + (С-у — Ау)Ву, 

\ h c : (А х — + (А-у — #у);у = (А х — В Х )С Х + (А у — В у )С у . 

Тај isti sistem pišemo skraćeno: 


{ h a . a x x + а у у — a x A x + a y A y , 

Afc • + 63 + = b x B x + b y B y , (3.94) 

h c • + Cj } 7 = c x C x + СуСу. 

Sabiranjem ove tri jednačine dobijamo nule na obe strane, što znači da su te tri prave 
konkurentne. Naime, ne poklapaju se a moraju imati bar jednu zajedničku tačku. ■ 


Dakle, zajednička tačka sve tri visine trougla je jedna ista koju označavamo sa H i nazivamo 
ortocentar trougla. Naziv “ortocentar” za tu tačku su smislili matematičari Besant i Feres 1865. 
godine dok su šetali cestom iz Kembridža ka Londonu. Reč “orto” je grčkog porekla za nešto što 
je direktno (ortodoksno), upravno (orthoptera - insekti pravokrilci poput skakavaca), vertikalno 
(ortogonalno). 

Rešavanjem bilo koje dve od tri jednačine (3.94) dobićemo kooridinate ortocentra. 

Teorema 3.2.15 — Ortocentar. Presek visina trougla ABC je ortocentar, tačka H(H x ,H y ) sa 
koordinatama: 

( H x : +(A • B)cy + (B • C)a y + (C • A)b y , 

\ H y : -(A.B)c x -(B'Č)a x -(Č-A)b x , 

gde su vektori A = A x i+A y j, B = B x i + B y j, С = C x i + С у ј. 

Dokaz. Od prve dve jednačine (2.50) formiramo skraćeni sistem i rešavamo ga Kramerovom 
metodom. Dokazaćemo da je H ( ^^ j, gde su oba nazivnika determinante 


Д = 


A x B x C x 


1 1 


Ву Су 


= 2П(АВС), 


a u brojnicima su determinante: 


л, = - 


B X C X + ВуСу C X A X + СуАу A X B X + АуВу 


в х 


c v 


Ау — + 


В х с х + ВуСу С Х А Х + С } Ау А Х В Х + АуВу 


В х 


1 1 
Determinanta sistema је, redom: 


С х 


А = 


В С х Ву С =Ax(By _ Cv}+BxiCy - Av} + C X (A V -B y 

Csy r\y 


(3.95) 


(3.96) 


(3.97) 
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B x C x 

A y B y C y = 2П, 

1 1 1 

tj. jednaka је dvostrukoj površini trougla AZ?C. Time je dokazano (3.95). 
Determinanta promenljive v prve dve jednačine sistema (3.94) je, redom: 

д _ {B x — C X )A X + {Ву — Cy)Ay Ву — Су 

{С х —А х )В х + {Су—Ау)Ву Су—Ау 

{В х — С Х )А Х Ву — С-у {Ву — Су)А у Ву — Су 
{С х —А Х )В Х Су — Ау (Су —Ау)Ву Су —Ау 

— [А х В х {Ву — Ау) + А х С х {Ау — Су) + В х С х {Су — Ву)] + 

+ [АуВу {Ву — Ау) + АуСу {Ау — Су) + ВуСу {Су — Ву) ] 


В Х С Х 

A X C X A X B X 


ВуСу 

АуСу 

АуВу 

A y 

Ву Су 

- 

A y 

Ву 

Су 

1 

1 1 


1 

1 

1 


В Х С Х + ВуСу С Х А Х + СуАу А Х В Х + АуВу 

А у В у С у 

1 1 1 


Time је dokazano (3.96). 

Determinanta promenljive у prve dve jednačine sistema (3.94) je, redom: 

д _ B x — C x {В х — С х )А х + {Ву — Су)А у __ 

J_ C X -A X {С х -А х )В х + {Су-Ау)В у ” 

— [{Вх — С х ) {С Х В Х — А Х В Х ) — {С х — А х ) { В Х А Х — С Х А Х )] 

+ [{В х — С х ) {СуВу — АуВу) — {С х — А х ) {ВуАу — С } Ау)] 

— [{Вх — С х )с х в х + {А х — В Х )В Х А Х + {С х — A x )CyA x ] 

~\~[{Вх — С х )СуВу + {А х — В х )ВуАу + {С х — A x )CyAy] 


С Х В Х 

С Х А Х 

В Х А Х 


СуВу 

СуАу 

ВуА у 

А х 

В х 

С х 

+ 

А х 

В.х 

Сх 

1 

1 

1 


1 

1 

1 


В х с х + ВуСу С Х А Х + СуАу А Х В Х + АуВу 
А х В х С х 

1 1 1 


Time је dokazano (3.97). 

Prema tome, ortocentar H{H x ,H y ) datog trougla ima koordinate: 



gde su determinante A, Д х , Ду, a zatim se lako dobija rezultat kao što se tvrdi u teoremi. 
■ Primer3.16 Proveriti daje^(2, 10) ortocentar trougla A(4,0),5(0,4), C(—5,3). 
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Provera. Izračunavamo determinante teoreme 3.2.15: 


A = 


4 0-5 
0 4 3 

1 1 1 


= 24, 


A v — 

Ay = 


12 

0 

1 

12 

4 

1 


-20 

4 

1 

-20 

0 

1 


0 

3 

1 


= 48, 


0 

-5 

1 


240. 


Prema tome, H x = ^ = 2, H y = = 10, tj. ortocentar jeste tačka // ( 2 .10). Trougao je tupougli, 

pa je ortocentar izvan trougla, kao što se vidi na slici 3.18. ■ 


у 



Slika3.18: Temena trougla A(4,0),fi(0,4),C(—5,3) i ortocentar #(2,10). 


■ Primer 3.17 U prethodnom primeru 3.16 naći koordinate podnožja ('2 visine h c na stranicu c i 
koordinate C 3 sredine duži od ortocentra do temena C datog trougla. ■ 


Rešenje. Podnožja visina h a ,hb,h c na stranicama a,b,c su tačke .U. /С. O. a sredine udaljenosti 
ortocentra H od temena A,B,C su tačke Л ;. />’з. C;. kao što se vidi na opštoj slici 3.17. Pošto 
znamo koordinate tačaka A(4,0),B(0,4),C(—5,3) i H (2,10), tražimo tačku C 2 G СНГ\АВ\ 


Г CH : (Су — H y )x — (C x — H x )y = [H.C], 

X AB : (Ау - By)x - (A x - B x )y = [B,A]. 

I tačku C 3 , koja je sredina duži CH: 

г f C x + H x Су+Ну 


2 


2 
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Uvrštavanjem brojeva i sređivanjem dobijamo: 

f CH : —lx + ly = 56 /-5 + 2 3 + 10\ 

\AB: —4x — 4y = —16. 2 ’ 2 

Otuda: 


C 2 (—2,6), C 3 (—1,5;6,5). 


Rezultat se vidi na slici 3.18. 


3.2.9 Ojlerova prava 

Pokazaćemo da su centar opisane kružnice S a , težište T i ortocentar H proizvoljnog trougla 
A ABC kolinearne tačke. Prava linija na kojoj se nalaze navedene tačke naziva se Ojlerova linija. 

ш Primer 3.18 Neka je dat trougao A(m, 0), B{n, 0), C(0, p). Pokazati da su težište, ortocentar i 
centar opisanog kruga ovog trougla dati sa: 


/ m + n p\ fm + n mn + p 2 \ ( mn 

T V 3 ’ j ’ So \~2~’~2p~) ' H V’ ~F 

i da su to tri kolinearne tačke, kao što se vidi na slici 3.19. 


(3.98) 



Slika 3.19: Trougao A(m,0),B(n,0),C(0,p) i simetrale stranica. 


Rešenje. Prema teoremi 3.2.7, težište T je očigledno tačno. Iz (2.51) izračunavamo determinantu 
sistema: 


m n 0 

0 0 p 

1 1 1 


A(tf)=A(S 0 ) 


—p(m — n), 


(3.99) 
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која je zajednička za ortocentar tf i centar opisanog kruga S Q . Determinante promenljivih х i у 
definišu brojnike koordinata ortocentra H: 


A. x(H) = - 


0 

0 

mn 



0 

0 

mn 

0 

0 

P 

= 0 , 

A v (tf) = 

m 

n 

0 

1 

1 

1 



1 

1 

1 


— mn(m — n). 


Konačno, odgovarajuče determinante centra opisanog kruga S a su: 

/■2 „2 „21 


^■x(S 0 ) — + 


m 

0 

1 


n 

0 

1 


P 

P 

1 


= -|(m 2 -n 2 ), 


АуО^) — 2 


m n p 

m n 0 

1 1 1 


m 2 
2 (П 


"У 


- m 


Nalaženjem količnika ^ i ^ posebno za H i S 0 utvrđujemo da je (2.54) tačno. 

Da bismo dokazali kolinearnost tačaka T,S 0 ,H potražimo površinu trougla A TS Q H. Ako je 
ta površina nula, onda su pomenute tačke kolinearne. Imamo redom: 


2U(THS 0 ) = 


m+n 

0 

0 

m+n 


2 

0 

з 

j 

P 

_ mn 

z 

mn+p 2 

m + n 

p 

_ mn 

mn+p 2 

3 

P 

2 p 

6 

з 

P 

2 p 

1 

1 

1 


1 

1 

1 


m + n 


0 


mn mn+p‘ 
P 

l 


p 

2 + 2 
2 


m + n 


mn mn+p ' 
P 


P 

2 + 2 

2 


m + n i mn mn + p 1 p\ 

6 \ 2 p 2p + 2) 

što znači da su težište, ortocentar i centar opisanog kruga trougla tri kolinearne tačke. 


Primetimo da se bilo koji trougao može rotacijom i translacijom koordinatnog sistema 
dovesti u poziciju trougla iz primera 3.18, za neka tri broja Posebno to znači da su težište, 

ortocentar i centar opisanog kruga tri kolinearne tačke kod bilo kojeg trougla. To je poznata 
Ojlerova linija (Leonhard Euler , 1707-1783), na kojoj pored pomenute tri leže još neke važne 
tačake trougla, kao npr. Centar devet tačaka ili Exterova tačka 8 . 

■ Primer 3.19 Neka je dat trougao A(0,0),fi(m,0),C(n,/?), na slici 3.20. Pokazati da su težište, 
centar opisanog kruga i ortocentar ovog trougla dati sa: 


/ m + n p\ 

\~+) 


S 0 


m n 2 + p 2 — mn \ 

2’ 2 p ) 



i da su to tri kolinearne tačke. 


(3.100) 


Rešenje. Prema teoremi 3.2.7, težište T je očigledno tačno. Iz (2.51) dobijamo determinantu 
sistema: 


A(tf)=A(S 0 ) 


0 m 
0 0 
1 1 


n 


P 

1 


= mp, 


(3.101) 


'Nine-point center Х5, Exeterpoint Х22 - Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle Centers 
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која je zajednička za ortocentar H i centar opisanog kruga S Q . Determinante (2.52) i (2.53) koje 
definišu brojnike koordinata ortocentra H su: 



mn 

0 

0 


mn 

0 

0 

A. x(H) = - 

0 

0 

p 

= /77/7/7. Ay(H) = 

0 

m 

n 


1 

1 

1 


1 

1 

1 


Konačno, odgovarajuće determinante centra opisanog kruga S 0 su: 


A X (S 0 ) — +- 


0 m 2 n 2 + p 2 

0 0 p 

1 1 1 


m 2 p 


4 у№>) = “ 


0 m 2 n 2 + p z 
0 m n 

1 1 1 


—т 2 П + /77/7“ + /77 p 2 


Nalaženjem količnika ^ i ^ posebno za H i utvrđujemo da je (2.56) tačno. 


Dvostruka površina trougla A THS Q je, redom: 


2П = 


/77 + /7 


m+n 

3 

£ 

3 

1 


m—2n 

9 3 9 

3n 2 -\-p 2 —3mn 

Зр 


m 

2 

n 2 +p 2 —mn 

2p 

1 


1 m—2n 

2 ' 3 

1 3n 2 +p 2 —3mn 

2 ' Зр 


/77 + /7 /77 — 2/7 3ft 2 + — 3/77/7 


-1 

-1 


= o, 


3 3 Зр 

što znači da su težište, ortocentar i centar opisanog kruga trougla tri kolinearne tačke. 


Primetimo da se bilo koji trougao rotacijom i translacijom koordinatnog sistema može takođe 
dovesti u poziciju trougla iz primera 3.19, što je još jedna potvrda kolinearnosti težišta, ortocentra 
i centra opisanog kruga trougla, ali i (delimična) provera tačnosti teorema 3.2.7, 3.2.10 i 3.2.15. 
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3.3 Triangulacija 

U Dekartovom pravouglom sistemu kordinata Оху dat je trougao nenulte površine sa temenima 
А(А х ,А у ), B(B x ,B y ), С(С Х ,С У ) i tačka P(P x ,P y ). Udaljenosti 9 tačke P od temena, odnosno od 
stranica trougla su: 

Ra — PA , Rb — PB , 

r a = d(P,a ), r b = d(P,b ), 

kao što se vidi na slici 3.21. 

C 



Rc = PC-, 
r c = d(P ,c), 


(3.102) 


3.3.1 


Triangulacija temenima 

Kada znamo koordinate tačaka A,B,C iP tada možemo izračunati udaljenosti: 

f Ra = ^-А х ) 2 + (Р,-А у ) 2, 

< R B = ^(Р х -В х ) 2 + (Р у -Ву) 2 , (3.103) 

( Rc= s/(P x -C x ) 2 + (Py-Cyf. 


Obrnuti slučaj je malo složeniji. 


Teorema 3.3.1 Ako su data temena trougla A(A x ,A y ), B(B x ,B y ), С(С Х ,С У ) na udaljenostima 
Ra,Rb,Rc od tačke P, tada su koordinate tačke P: 


f Px= +^((R 2 A -A 2 )ay + (R 2 -B 2 )b y + (R 2 -C 2 )c y ], 
l Py= — 4П[(^л — A 2 )a x + (Rb — B 2 )b x + (Дс — C 2 )c x ], 


(3.104) 


gde je Q 2 = + Qy, za Q E {A.B. ('}. a 11 je površina datog trougla. 


Dokaz. Iz PA = R&, PB = Rb i PC = Rc, slika 3.21, sledi 

Г (A x — (§) 2 + {Ау — r?) 2 = Rl 

{ (В х -^ 2 + (В у -ц) 2 = r 2 b , 

( (C x — š) 2 + (C y — ц) 2 = R 2 . 


9 Dužinu duži ponekad označavamo crtom iznad krajnjh tačaka. 
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Oduzimanjem prve od druge i treće jednačine i sređivanjem dobijamo 

/ (B x —A x )č, + (B y —Ay)r\ = l(B 2 x -A 2 x +B 2 y -A 2 y -R 2 B + R 2 A ), 
X (Сх-В^ + ^Су-ВуЊ = \{C 2 x -B 2 x + C 2 -B 2 -R 2 c + R 2 b ), 


tj. 


( сЛ+СуГ) = \{(B 2 -A 2 )-(RI-R 2 )}, 

\a£+a y r) = \[(C 2 -B 2 )-{R 2 -R 2 )}, 


(3.105) 


Lako dobijamo determinante ovog sistema: 


A = 


Ах 

A y 

1 


В.х 

Ву 

1 


Сх 

Су 

1 


= 2П, 


(3.106) 



a 2 -r 2 


b 2 -r 2 

Ву ‘ 
1 


c 2 -r 2 

Су 

1 


А,= 


1 

2 



B 2 -R 2 

В.Х 

1 


c 2 -r 2 
С х , 

1 


(3.107) 


(3.108) 


Prema tome, koordinate tačke P(P x ,P y ) su P x — -g i l\ 


Д 


što je trebalo dokazati. ■ 


■ Primer 3.20 Primeniti teoremu 3.3.1 za oređivanje koordinata centra S 0 opisanog kruga trougla, 
teorema 3.2.10. ■ 


Rešenje. Kada u teoremi 3.3.1 imamo Ra = Rb = Rc = B, tj. poluprečnik opisanog kruga 
trougla, tada determinantu promenljive х možemo pisati 



C 2 -R 2 

Су 

1 


A 2 

B 2 

c 2 

1 

9 

R 2 

R 2 

R 2 

A y 

Ву 

c y 

A y 

Ву 

Су 

1 

1 

1 


1 

1 

1 


Druga determninanta je nula, jer su prvi i treći redak proporcionalni, pa je rezultat tačno jednak 
sa (3.87), determinanti х teoreme 3.2.10. Slično dobijamo za determinantu (3.88) promenljive v. 
Prema tome, triangulacija sa jednakim udaljenostima do datih tačaka svodi se na traženje centra 
upisanog kruga trougla S 0 (x 0 ,y 0 ) sa koordinatama: 


/ x ° : —-^{(A 2 a y + B 2 b y + Ć 2 c y ), 

\ Уо ■ +5 \i(A 2a x + B 2 b x +C 2 c x ). 

To je u skladu sa teoremom 3.2.10. 


(3.109) 


■ Primer 3.21 Date su tačke A(5,1), B(— 1,4), С(\,— 1) i P(3,4). Naći udaljenosti R i proveriti 
teoremu 3.3.1. ■ 
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Rešenje. Kvadrati udaljenosti tačke P do temena datog trougla su 


4 = 13 , 4 = 16 , 4 = 29 , 


pa su razlike kvadrata 


r\-A 2 = - 13, R 2 b = -1, R\ — C 2 = 27. 


Zatim proveravamo formulu (3.3). Orjentisane projekcije stranica su: 


a x — 2, a y — 5, b x — 4, — 2, c x — 6 , Су — 3. 


Otuda determinante: 



(3.110) 


Zatim lako nalazimo količnike 



što je i trebalo dobiti. 


Nakon primera 3.21 možemo lakše razumeti koliko je tačka P ‘predefinisana’ svojih udal- 
jenostima do temena. Međutim, ta redundanca (višak podataka) je veoma korisna u praksi. Kada 
stojimo na površini Zemlje na mestu P i izmerimo tri udaljenosti do tri poznate pozicije (A,B,C) 
u blizini, onda triangulacijom izračunavamo naš položaj, ili otkrivamo da imamo neku grešku 
merenja. 

3.3.2 Triangulacija stranicama 

Na slici 3.21 vidimo da se površina trougla AZ?C sastoji iz tri površine 


П (ABC) = П(РА5) +П(Р5С) +П(РСА). 


(3.111) 


Skraćeno to pišemo П = Yl a + П^ + П с , gde su orjentisane površine: 


ABCP: П а = ±аг а /2, 
A CAP: Yl b = ±br b /2, 
AABP : Yl c = ±сг с / 2, 


(3.112) 


gde je površina trougla pozitivna (negativna) ako se navedena temena obilaze u pozitivnom 
(negativnom) smeru. Pozitivni smer obilaženja tačaka je obrnut smeru kazaljke na satu. 

Teorema 3.3.2 Dat je trougao A ABC. Ako je tačka P(P x ,P y ) na udaljenostima r a , r b i r c od 
stranica trougla, tada su njene koordinate: 


Yl a A x ± Yl b B x ± Yl c C x p _ Yl a A y + Yl b B y + П с Су 
Yl a + П^ + П с y Yl a + П^ + П с 


(3.113) 


Dokaz. Polazeći od opšteg oblika jednačine prave, odnosno od izraza za udaljenost tačke P(£, , 77 ) 
od stranica a = BC , b = CA i c = AB trougla A ABC dolazimo do sistema jednačina: 



-cr c . 
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Sabiranjem sve tri jednačine dobijamo identitet — 2П = — 2П što znači da je ovo saglasan sistem, 
te da je izbor predznaka na desnoj strani jednakosti dobar. Bilo koje dve od tri jednačine su 
dovoljne za rešenje. Iz prve dve nalazimo determinante: 

A = 2П, Д х = 2ПС Х — афгђ + b x ar a , А у = 2ПСу — a y brb + b y ar a . 

Koristeći (1.15) nalazimo A = 2П, A x = 2П a A x + 2YlbB x + 2П с С х i Ду = 2П a A y + 2И^В у + 
2П с Су. Deljenjem determinanti dobijamo koordinate tačke P{č, , 77): 

e _ П a A x + П ђВ х + П с С х _ П a A y + П ђВ у + П с Су 

п a + П^ + П с ^ И а +п^+п с 

као što је i trebalo dokazati. ■ 

Potsetimo se da ovde radimo sa orjentisanim površinama. Površina П (ABC) je pozitivna 
kada temena trougla obiđemo u pozitivnom smeru, suprotno smeru kazaljke na satu, a negativna 
je ako ih obiđemo u negativnom smeru. Tako je za dati trougao П (PAB) = — П (PBA). Posebno, 
ako je tačka P izvan trougla i to sa vanjske strane AB , tada je površina П с negativna, a Yl a i П^ 
su pozitivne. 

■ Primer 3.22 Primeniti teoremu 3.3.2 za oređivanje koordinata centra S u upisanog kruga trougla, 
teorema 3.2.2 i 3.2.3. ■ 


Rešenje. Kada je data tačka centar upisanog kruga (P = S u ), tada je r a = = r c = r, tj. 

poluprečnik upisanog kruga, pa relacije (3.111) postaju: 


„ ar ^ br ^ 

TT a П b — П с 

Smenom u (3.112) dobijamo: 

aA x + bB x + cC x 


cr 

2 "’ 


П 


r(a + b + c ) 


§ = 


a + b + c 


V = 


aA y + bB y + cC y 
a + b + c 


(3.114) 


(3.115) 


To su formule za koordinate centra upisanog kruga trougla, jednake onima u teoremi 3.2.2. 

Međutim, kada je tačka P centar izvana upisanog kruga trougla, recimo sa druge strane 
stranice c, tada je površina П (ABP) = П с negativna, izraz (3.115) postaje 


^ aA x + bB x — cC x aA y + bB y — cC y 

a + b — c a + b — c 

a to je centar vani opisanog kruga teoreme 3.2.3. 


(3.116) 


3.3.3 Linearni sistem 2D 

Primetimo da koordinate centra opisanog kruga 5 0 (<^,rj), teorema 3.2.10, možemo dobiti i 
rešavanjem sistema linearnih jednačina: 


f А х % +Л>Л] + £ = 

Al+Aj 

2 > 



в 2 х +вј 

2 > 

(3.117) 

[ C x č, + С у гј + £ = 

cj+cj 

2 * 


Ortocentar je za £, = H x i 77 = 

H y rešenje sistema linearnih jednačina: 


( AxŠ +A y i ] + £ = 

- B x C x -B y Cy , 


\ B x č, +ВуГ\ + — 

—C X A X — СуА у , 

(3.118) 

\ C x č, +C y r\ + C, = 

-A x B x -A y By. 
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Odgovarajući sistem tačke P(£, 77 ) triangulacije temenima je: 
( A,;<§ +АуГЈ + £ = A 2 —R \, 

< 5^+5,77 + C = 

[ C x C+C y rj + C = c 2 ~R 2 . 

Uopšte, rešenje sistema: 

f AxŠ+AyP + š = ^Aj 

\ В^+ВуЦ + С, = £ 5 , 

[ Ос^+СуТЈ + ^ = £c> 


(3.119) 


(3.120) 


je tačka P(%,r]), gde su Ea,Eb,Ec proizvoljni realni brojevi. Isti sistem pišemo matrično 


MX = E , 


(3.121) 


gdeje: 

(Ах Ау l\ /С\ f^ A \ 

M=\B X B y 1 \ ,x= 77 , e=[e b \. 

\C X Су 1 ) Vc/ \ec) 

Ako neka prava linija sadrži tačke P\,Pi, tada ona za svaki realan broj t sadrži i tačku 
P = P\ + (P 2 — P\ )t. Pomnožimo ovu vektorsku jednačinu sa leve strane matricom M i dobijamo 
E = E\ + (E 2 —E\)t. Zaključak je da uopšte, ‘kolinearni’ P generišu ‘kolinearne’ E i obrnuto. 

Teorema 3.3.3 Dat je trougao A ABC nenulte površine. Za svaki niz brojeva E postoji 
jedinstven niz brojeva X takav da važi matrična jednakost (3.20) i obrnuto za svaki X postoji 
jedinstven E. 


Proof Kada je dat niz E tada sistem ima jedinstveno rešenje X jer je matrica M regularna. Naime, 
detM = 2П (ABC) f 2 0. Obrnuto, kada je dat niz X tada postoji jedinstven niz E = МХ. U 

Međutim, naći te nizove X , odnosno E , je ponekad potežak posao. 

3.3.4 Centar devet-tačaka 

Prema Kimberlinovoj klasifikaciji, značajne tačke trougla su: centar upisanog kruga (X\ , ovde 
S u ), težište (Х^, ovde Г), centar opisane kružnice (Х 3 , ovde S u ), ortocentar (Х 4 , ovde H), zatim 
centar devet-tačaka (Х 5 , ovde Sg). Sada ćemo pokazati da je ta peta tačka, S 9 , centar kružnice 
koja sadrži devet tačaka trougla koje ćemo označavati temenima trougla (slovima A,B ili C) sa 
indeksima 1, 2 ili 3. 

Devet-tačaka trougla su (nasuprot istoimenih vrhova): tri sredine stranica (A\,B\,C\), tri 
podnožja visina (A^^B^^C^) i tri tačke (Ау,Ву,Сз) koje su sredine duži od vrhova do ortocentra. 

Ovih devet tačaka su na kružnici koja se naziva Ojlerova (Leonhard Euler , 1707 - 1783) 
kružnica, Fojerbahova (Karl Wilhelm von Feuerbach , 1800 - 1834) kružnica, Terkvemova 
(Olry Terquem , 1782 - 1862) kružnica, ili prosto kružnica devet-tačaka. Prema istorijskim 
istraživanjima Mekaja ( МасКау , 1892), bilo je nekoliko nezavisnih otkrića kružnice devet-tačaka 
i ona pokrivaju teritorije Engleske, Francuske, Njemačke i Švajcarske. 

Teorema 3.3.4 — Kružnica devet-tačaka. Svaka od devet-tačaka А Г ,В Г ,Си / e {1,2,3} 
leži na istoj kružnici sa centrom Sg. 
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Dokaz. U trouglu ABC па slici 3.22, zato što su C\ i B\ sredine stranica AB i AC biće C\B\ \ \BC , 
jer je srednja linija trougla paralelna osnovici. Isto tako, u trouglu BCH , zato što su B 3 i C3 
sredine stranica BH i CH to je B 3 C 3 \ \BC. Kako je B\C\ \\BC i B 3 C 3 \ \BC to je B\C\ \ \B 3 C 3 . 

U trouglu BAH , zato što su B 3 i C\ sredine stranica BH i BA , imamo B 3 C\ \ \HA. Slično, u 
trouglu CAH , jer su B\ i C3 sredine stranica AC i HC , biće 2?1Сз | \HA. Iz B 3 C\ \ \HA i 2?1Сз | \HA 
sledi B 3 C\ | \B\C 3 . Takođe, važe implikacije: 

B 3 C\\\HA Л HA C AA 2 => B 3 C\\\AA 2l 
AA 2 _L BC Л £C| l^iCi ^ ЛЛ 2 T 5 iCi , 


53C1 1 |ЛЛ 2 ЛЛЛ 2 1 5 iCi 53C1 _L B\C\. 

Prema tome, četvorougao С^Сз^з je pravougaonik. Kako su suprotni uglovi takvog četvor- 
ougla suplementni, sledi da se on može upisati u krug. Slično, četvrorougao С1Л3С3Л1 je 
pravougaonik, pa se i on može upisati u krug. Prema tome, tačke С^Лз^^Сз^Л^з leže na 
istoj kružnici sa prečnikom C1C3, jer je ova duž dijagonala oba pravougaonika. Centar tog kruga 
je sredina duži C1C3. Tu tačku označavamo sa Sg. 

Kako je ЛЛ 2 visina trougla, ugao ЛзЛ 2 Л^ je prav. Međutim, duž Л3Л1 je takođe prečnik 
našeg kruga (to je dijagonala pravougaonika С1Л3С3Л1), pa i tačka ^ 2 mora biti na istoj kružnici. 
Slično, tačkeC 2 i B 2 su nakružnici. Prema tome, svih devet tačaka Ai,Bi,Q, gde i G {1,2,3}, 
pripadaju istoj kružnici, koju nazivamo kružnica devet-tačaka. ■ 


Za konstrukciju tačke S 9 , tzv. centra (ili središta) devet-tačaka trougla AABC , prvo nađemo 
sredine stranica ^i,5i,Ci naspram istoimenih temena. Time dobijamo srednje linije koje 
formiraju trougao A^iZ^Ci upisan u dati trougao. Zatim konstruišemo simetrale stranica trougla 
AA\B\C\, koje se seku u tački Sg. Tačka S 9 je središte kružnice koja prolazi, između ostalih i 
tačkama^i,5i,Ci . 

Centar devet-tačaka trougla AABC je centar opisane kružnice trougla AA\B\C\. Prema tome, 
koordinate tačke Sg(Sg x ,Sg y ) možemo naći koristeći formule teoreme 3.2.10 za centar opisanog 
kruga, gde umesto temena^^C koristimo sredine odgovarajućih stranica, tačkeAi,^,^ date 
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lzrazima: 


a : 

A\ 

( c x +в х 

[ 2 

Су+Ву 
> 2 

b: 

B\ 

( A x +C x 
\ 2 

Ау+Су 
> 2 

c : 

C\\ 

f B x +A x 
[ 2 

^у+А-у 
’ 2 


(3.122) 


Ove sredine definišu trougao AA\BiC\ čiji centar opisanog kruga je centar devet-tačaka trougla 
A ABC. 


Primer 3.23 Pokazati da je centar devet-tačaka, S 9 , za trougao: 

1. A(m,0),5(n,0),C(0,/?), primer 3.18; 

2 . A( 0 , 0 ),fi(m, 0 ),C(n,/ 7 ), primer 3.19; 
redom: 


S91 


m + n p — mn 
4 ’ 4 p 


S92 


m + 2 n mn — n 2 +p 2 


4p 


(3.123) 


3. Pokazati da tačka S 9 leži na Ojlerovoj pravoj. 
Rešenje. 1. Sredine naspramnih stranica A,C su redom: 

'm + n 




-,0 


Koristimo ih za temena trougla teoreme 3.2.10 i izračunavamo determinante: 
A(A\B\C\) = 


1 


A X (A\B\C\) — + 


А У (А\В\С\) = -- 


В\ х С\ х 

В\у С\у 

= 

п т 

2 2 

Р Р 

2 2 

т+п 

2 

0 

= р( 

1 1 


1 1 

1 


4 2 -I-4 2 

В 2 \х + В 2 \у 

с 2 

+ <%у\ 

Ai y 


В\у 

С\у 

1 


i 


1 | 

4 2 -I-4 2 

л \х^ л \у 

В 2 \х + В 2 \ у 

с 2 

С 1х 

+ ^l 

А\ х 


В\х 

С\х 

1 


1 


1 


p(n 2 — m 2 ) 

16 1 


(n — m) ( p 2 — mn) 


16 


Prema tome, centar devet-tačaka trougla A(m,0),B(n,0),C(0,p) je: 


S 9 


m + n p z — mn 


4 ’ 4 p 

2. Sredine stanica su: 


(3.124) 




m + n p 






Determinante teoreme 3.2.10 sada su: 



Ai x В\ х С\ х 


т+п п т 

2 2 2 

А(А\В\С\) = 

Му В\ у С\у 

= 

Р Р 0 

2 2 и 


1 1 1 


1 1 1 


mp 
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1 

A\ x +A ly 

в\ х +в\у 

Г 2 Л-С 2 
^1х^ с 1 у 

A*(Ai-BiCi) = 

+ 2 

A\ y 

B\y 

С\у 



1 

1 

1 


1 

~2 

A\ x +A 2 y 

в\х+в\у 

Г 2 _i -r2 
°1х^ с + 

A y (A\B\C\) = 

A\ x 

B\x 

С\х 



1 

1 

1 


mp{m + 2n) 

16 


m(mn — n 2 + p 2 ) 

16 


Prema tome, centar devet tačaka trougla A(0,0),B(m,0),C(n,p) je: 

/ m + 2n mn — n 2 + p 2 ' 

S 9 


4 ’ 4p 

3. Nagibi pravaca TH i TSg su redom: 


k(TH) 


Тг+Ну 

т х -н х 


p mn—n 2 

3 p 
*&-п 


—3mn + 3 n 2 + p 2 
p(m — 2n) 


(3.125) 


k(TS 9 ) = 


Ту ~ S>9y 
T x -S 9x 


p mn—n 2 +p 2 
3 ~ 4 p 


m+n m+2n 
3 4 


—3 mn + 3 n 2 + p 2 
p(m — 2 n) 


Koeficijenti pravaca su jednaki, što znači da iz iste tačke T idu dve paralelne prave / // ’/.Sd. 
odnosno da je to jedna te ista prava. Dakle, tačka S 9 leži na Ojlerovoj pravoj. ■ 


Kada je dat trougao A ABC, tačku S 9 nalazimo kao centar opisanog kruga trougla ДД i И\С\ . 
uvrštavanjem temena u teoremu 3.2.10. Tada je u nazivniku površina trougla &A\B\C\, tj. 
determinanta: 


A(S 9 ) = 2П(А\В\С\) = 


Мх 

A\ y 

1 


В\ х 

B\ y 

1 


C\ x 

C\y 

1 


в х +с х 

2 

С х +А х 

2 

А х +В х 

2 

1 

— 4 

Вх Н - С х 

С Х + т\ х 

Ах + В х 

Ву+Су 

2 

Су+Ау 

2 

Ау+Ву 

2 

Ву + Су 

Су + Ау 

Ау + Ву 

1 

1 

1 


1 

1 

1 


1 

4 

1 

4 


/ B x C x Д\ 

J Ву + Су Су + Ау Ау + В 

\ 1 1 1 

/ А х В х С х 

Ј Ау + Ву Ву + Су Су + А 

\ 1 1 1 



Сх 


в х 

+ 

Ву + Су 

Су +А у 

А у + Ву 


1 

1 

1 



в х 

С х 

+ 

Су+Ау 

Ау + Ву 

Ву + Су 


1 

1 

1 


1 

4 


А.х 

Ау + ЗТу 

1 


В х 

Ву + ЗТу 

1 


Сх 

Су + ЗТу , 

1 


gdje је Т у = (А у + В у + С у )/ 3, tj. ordinata težišta. Ovu determinantu rastavljamo na dva sabirka, 
po srednjoj vrsti, od kojih će drugi sabirak biti determinanta čija je vrednost nula, jer su joj druga 
i treća vrsta proporcionalne. Tako dobijamo: 


A(S 9 ) 


B X 

B v 


1 1 


Сх 

Су 

1 


1 -П(АВС). 


(3.126) 
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To je ista determinanta izražena koordinatama temena trougla A ABC ali je njena vrednost 
polovina površine trougla A ABC. Drugim rečima, površina trougla AA\B\C\ jednaka je četvrtini 
površine trougla A ABC, što je i prema lemi 3.2.6 očekivan rezultat. 

Slično, za slučaj centra devet-tačaka možemo preurediti i dve determinante iste teoreme 
3.2.10. Njihoverazličiteoblikenalazimokoristeći skraćenice Q\ = Q\ x + Q\ ,za Q\ E {A\,B\,C\} 
Tako za determinantu promenljive х nalazimo: 


АхО^) — ^ 


Л\ 

B\ 

С 2 \ 

1 

— 4 

Л\ 

в\ 
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Ау 
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Су 

Лу 

Ву 

1 
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1 

1 
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Л\ 
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В\ 

С\ 

Л\ 

Лу 

Ву 

Су 

+ 

Лу 

Ву 

Су 

1 

1 
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1 

1 

1 

2 

1 

Л\ 

R\- 

В\ 

R\ 

-С\ 




Ву 


Су 

1 

1 


1 



1 



gde je R\ = A\ + B\ + Č\. Ova determinanta se rastavlja na dva sabirka od kojih je prvi nula, 
jer u gornjem retku ima jednake koeficijente (/ф proporcionalne koeficijentima donjeg retka 
(jedinicama). Preostaje: 


Д*№>) = -4 


Л\ 


B\ 


C\ 


\y Ву Су 
1 1 1 


Polazeći od (3.88) slično nalazimo 


A y (Sg) — + - 


д? 


в( 


C? 


■ Vv B x C x 

1 1 1 


(3.127) 


(3.128) 


Sredine stranica trougla nasuprot temena А(А Х ,А У ), В(В Х ,В У ) i С(С Х ,С У ) su tačke Л] (/\i,./\i v ). 
В\(В\ Х ,В\ У ) i C\(C\ x ,C\y ) date formulama (3.122). U ovim izrazima je A\ = A\ x +A\ y , B\ = 
В\ х + B\ y i Cj = C\ x + C\ y . Otuda sledeća teorema. 


Teorema 3.3.5 Koordinate centra devet-tačaka Sg(Sg x ^S()y) trougla A ABC su: 


a\ b\ c\ 


л х в х с х 


II 

1 

A y B y C y 

/ 

Ау В у С у 

, (3.129) 


1 1 1 


1 1 1 



A\ B\ C\ 


Л х В х С х 


$ 

n 

+ 

л х в х с х 

/ 

Ау В у С у 

(3.130) 


1 1 1 


1 1 1 



■ Primer 3.24 Proveriti relacije (3.129) i (3.130) za trouglove iz prethodnog primera 3.23: 

1. A(m,0),B(n,0),C(0,p); 

2. A(0,0),B(m,0),C(n,p). 
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Rešenje. 1. Za trougao A(m,0),B(n,0),C(0,p) biće: 



Л\ 


C\ 


4x 


Сх 

S<)x = - 

A y 

B y 

Су 

/ 

Ау 


Су 


1 

1 

1 


1 

1 

1 



(l) 2 +(f) 2 (f) 2 +(?) 2 

/ т+п \ ^ 
V 2 ) 


т 

n 0 

= - 

0 

0 

Р 

/ 

0 

0 р 


1 

1 

1 


1 

1 1 

= р 

/ п\ 2 /т\ 2 

_V 2 / _ V" 2 / _ 

/\р(п-т) ] 

/77 + /7 

4 





(?) 2 +® 2 (f) 2 +(?) 2 

/ m+n \ 2 

l 2 i 




S9 у = 

т 

п 

0 

/[р(и 

-m)] 


1 

1 

1 





= —m 



m + 2 

~ ) 


/\р(п — т)}+ 


+n 



т-\-п \ 2 
~) 


/[p( n 


m)\ = 


(n — m) (p 2 — mn) p 2 — mn 
4 p(n — m) 4 p 

To je u skladu sa prvim rezultatom (3.123). 

2. Za trougaoA(0,0),5(m,0),C(n,p) imamo: 


A(^92) = 


А х 

Вх 

Сх 


0 

m 

п 

А у 

s. 

Су 

= 

0 

0 

Р 

1 

1 

1 


1 

1 

1 




Л\ 

A y 

1 


B y 


C\ 

Су 


(+) 2 + (f ) 2 (f) 2 +(f ) 2 (f ) 2 

0 0 p 

1 1 1 


p(m 2 + 2 mn) 

4 



А\ В\ 

с\ 


(^) 2 +(f ) 2 

(?) 2 +(?) 2 

(f ) 2 

5Vy — + 

А х В х 

Сх 

= 

0 

m 

п 


1 1 

1 


1 

1 

1 


2 mn+rč+p 1 — т 2 +п 2 +р 2 

4 4 


— /7 


т — п 


m(mn — / 7 2 + p 2 


Iz teoreme 3.3.5 imamo 592x = i ^ 92 ^ = odnosno 


^92х = 


m + 2 n 


^92v = 


/7777 — /77 + p 


4 1 

To je u skladu sa drugim rezultatom (3.123). 


Već smo videli da su značajne tačke trougla A ABC\ težište Г, centar opisanog kruga S Q , 
ortocentar H i centar devet tačaka S 9 kolinearne. One leže na tzv. Ojlerovoj pravoj. 
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Teorema 3.3.6 Centar devet-tačaka je sredina između ortocentra i centra opisane kružnice 
trougla. 


Dokaz. Poznate su nam koordinate centra devet-tačaka Sg, ortocentra H i centra opisane kružnice 
S 0 , redom: 


S<) X = — — 


1 

2П 


A\ 

B\ 

C\ 

’ 59у “ + 2П 

Л\ 

В\ 

Cf 


А х 

в х 

С х 
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Су 

А х 

В х 

С х 

, 2П = 

А у 

Ву 

Су 
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1 

1 
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1 

1 

1 


, (3.131) 



В х с х + ВуСу 

С Х А Х + СуАу 

А х В х +АуВ у 

ItN 

1 

II 

А у 

Ву 

Су 


1 

1 

1 

ч 

Н У = +2П 

В Х С Х + ВуСу 

С Х А Х + СуАу 
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в х 
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1 

1 
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(3.132) 


л х 2 +л у 2 

в\+в) 
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_ 4П 

а 2 +а 2 
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Ау 

Ву 

с у 

, S Q y - 

А х 

В х 
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1 

1 
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1 

1 

1 


Sox ~ + 4U 


Stavimo R\ = A\ + B\ + C\ pa za centar opisane kružnice imamo 


Sox ~ + 4U 


r\-b\-c\ r\-c\-a\ r\ —A\ —В\ 


B v 


c v 


R\ 

R\ 

В\ 

1 

_ 4П 

в\+с\ 

С\+А\ А\ + В\ 

A y 

в у 

Су 

Ау 

Ву 

Су 

1 

i 

1 

1 

1 

1 


1 

+ 4П 


a prva determinanta je nula, jer ima proporcionalnu prvu i treću vrstu. Slično radimo za drugu 
koordinatu, pa nalazimo: 




в\+с\ 

С\+А\ 

А\ + В\ 

Sox = 

1 

4П 

А у 

Ву 

Су 



1 

1 

1 

< 


в\+с\ 

С\+А\ 
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< 


1 

1 
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(3.133) 


To su takođe koordinate centra opisane kružnice datog trougla. sada lako nalazimo zbir 

н х + S ox „ H y +S t 


S9x = 


C _ 1 u oy 

'9у — -~-, 


(3.134) 


što je i trebalo dokazati. 
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3.3.5 Trilineari 

Trilineari, ili trilinearne koordinate tačke u odnosu na dati trougao predstavljaju relativne 
udaljenosti od tri stranice trougla. One su vrsta homogenih koordinata. Otkrio ih je njemački 
matematičar Pluker 10 1835. koji je dao velike doprinose analitičkoj geometriji i fizici. 

Trilinear je uređeni niz tri broja p a ,Pb,Pc koji predstavlja produženu proporciju, odnose 
udaljenosti r a ,r b ,r c date tačke do stranica trougla a,Z?,c, kao na slici 3.21. Zato ih pišemo u 
obliku: 


Pa • Pb • Pc • (3.135) 

Kako su ovo proporcionalne udaljenosti, biće 

Pa '• Pb • Pc — ^Ра • ^Pb • ^Pci (3.136) 

za proizvoljan realan broj lambda različit od nule. Izuzetak su temena trougla Л, 5, C, koja zbog 
jednostavnosti obično označavamo, redom sa 

1:0:0, 0:1:0, 0:0:1. (3.137) 

Značajne tačke trougla često se uzimaju redom: centar upisanog kruga, težište, centar 
opisanog kruga, ... i označavaju saXi, Х^, Хз, ... onako kako ih je od 1994. godine proučavao 
američki matematičar Klark Kimberling [26]. Detaljan spisak više od pet hiljada Kimberlingovih 
tačaka se može naći u Enciklopediji trouglovih centara 11 , a prvih pet su u tabeli 3.1. U prvoj 
koloni su Kimberlingove oznake tačaka koje ovde označavamo redom S u , Г, S 0 , H i S 9 . U drugoj 
su nazivi tačaka, a u trećoj koloni su trilineari, produžene proporcije oblika (3.34). 


Table 3.1: Trilineari 


N 0 . 

Naziv tačke 

Trilinearne koordinate 

*1 

Centar upisanog kruga 

1 : 1:1 

*2 

Težište 

1 . 1 . 1 

a ’ b * c 

*3 

Centar opisanog kruga 

cosa : cos/3 : cosy 

*4 

Ortocentar 

sec a : sec /3 : sec у 

*5 

Centar devet-tačaka 

cos(/3 — у) : cos(y — a ): cos(a — /3) 


Pored uobičajenih metoda u literaturi, trilinearne koordinate možemo izračunavati i neposredno 
iz Dekartovih koordinata tačaka, na način korišten u dokazu teroreme 3.3.2. Polazeći od opšteg 
oblika jednačine prave (1.16) i izraza (1.28) za udaljenost tačke P(P x ,P y ) od stranica a, b i c 
trougla AABC, odnosno od sistema jednačina: 

{ a y P x a x P y [^ 5 C] ^ai 

b y P x -b x P y -[C,A] = -br h , (3.138) 

c y P x - c x P y — [A,B\ = -cr c . 

Zatim formiramo produženu proporciju 

Ar a : Xr b : Ar c , (3.139) 

birajući bilo koje A ^ 0 . 

Za centar upisanog kruga (Xi) ne treba čak ni toliko, jer je ta tačka jednako udaljena od sve 
tri stranice trougla, pa je trilinear 1 : 1:1 očigledno tačan. 


l ®Julius Plucker, 1801 - 1868 

n ETC : http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html 
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■ Primer 3.25 Pokazati da je tačan trilinear ^ ^ ^ za težište Х^. 
Rešenje. Iz teoreme 3.2.7 uzimamo koordinate težišta 

p _ At + Вх + Сх p _Ау + В у + Су 

x ~ 3 ’ y ~ 3 

i uvrštavamo ih u sistem (3.37). Nakon sređivanja nalazimo 

2 2 2 
ar a = -П, br h = -П, cr c = -П, 


a otuda tražena proporcija 


1 1 1 

r a : r h : r c = - ; - : -. 

a b c 


u Primer 3.26 Pokazati da je tačan trilinear cos a : cos /3 : cos у za centar opisanog kruga X$. ■ 

Rešenje. Pogledajmo sliku 3.16 u dokazu sinusne teoreme 3.2.11. Kružnica poluprečnika R 
prolazi temenima trougla A, B, C i tačkom C'. Periferni uglovi iz tačaka C i C' nad istom tetivom 
AB su jednaki у. 

Trougao ABC' je pravougli, sa pravim uglom u temenu B, uglom у u temenu C' i hipotenuzom 
AC' = 2i?. Otuda je kateta C'B = 2/?cosy, pa visina iz centra opisanog kruga S a na stranicu 
c = AB iznosi r c — Rcos у. Slično dobijamo r^ = R cos a i r^ = /?cos /3, а zatim 

r a ' r b '• r c = COS a : cos /3 : cos у, 


što je i trebalo pokazati. ■ 

U četvrtom retku tabele 3.1 je funkcija sekans ugla = 1/kosinus ugla. 

Trilinearne koordinate se mogu normalizovati tako da predstavljaju aktualne udaljenosti od 
date tačke P do pojedinih stranica. Na slici 3.21, udaljenosti r a = Xp a , r h = Ap^ i r c = A p c 
možemo naći posmatrajući površine trouglova П а = П (PBC), П^ = П(РСА) i П с = П (РАВ). 
Тако imamo: 

п = П а + n h + п с — 

1 1 

= 2 ar a+ 2 brh+ 2 СГс 

1 л 1 7Л 1 л 
— -аАр а + -bAp h + -с /ipc 

= ~2 ( а Ра + bpb + Ср с ). 

Prema tome, 

2П 

А =---, (3.140) 

+ bpb + ср с 

gde su а, /?, с dužine stranica, а П је površina trougla АВС. Kada је koeficijent А = 1 tada imamo 
aktualne udaljenosti tačke P: 

r a • r b • r C‘ (3.141) 

Normalizovane trilinearne koordinate se nazivaju i tačne trilinearne koordinate (eng. exact 
trilinear coordinates ), pregledno navedene u tabeli 3.2. 
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Table 3.2: Tačni trilineari 


Naziv tačke 

Tačne trilinearne koordinate 


Centar upisanog kruga 

r : r : r 


Težište 

bc . ca . ab 

6R • 6R • 6R 


Centar opisanog kruga 

R cosa : Rcos/3 : Rcosy 


Ortocentar 

2 R cos јЗ cos у : 2 R cos у cos a 

: 2Rcosacosf5 

Centar devet-tačaka 

f cos(j3 — у) : f cos(y — a) : 

|cos(a — /3) 


Posebne tačka trougla bile bi one koje postoje prema nekoj opštoj definiciji nezavisno od 
izbora trougla. Na primer, centar upisanog kruga X\ je tačka jednako udaljena od sve tri stranice 
trougla, težište je takođe jedinstvena tačka u kojoj se seku sve tri težišnice a njena udaljenost od 
stranica je obrnuto proporcionalnim dužinama tih stranica. Evo sada algebarskog poopštenja 
ovakvih invarijanti. To je definicija Kimberlingovih centara trougla. 

Ako tačka P ima trilinearnu reprezentaciju 

f(A,B,C): g(A,B,C) : h(A,B,C), (3.142) 

takvu da važe jednakosti 

i: (A,B,C)=f(B,C,A), h(A,B,C)=f(C,A,B), 

П : f(A,C,B)=f(A,B,C), 1 ' ; 

onda se ta reprezentacija ne menja zamenom vrhova trougla. Pored toga, ako tačku P možemo 
predstaviti i pomoću produžene proporcije 

w(a,Z?,c) : w(Z?,c,a) : w(c,a,Z?), (3.144) 

gde u homogena funkcija varijabli a,b i c, stranica datog trougla, onda P nazivamo centar 
trougla , ili prosto centar. 

Kimberlingovi glavni centri (eng. major center) su one tačke čija trilinearna reprezentacija 
(3.41) ima oblik 

f(A):f(B):f(C). (3.145) 

Prve četiri tačke tabele 3.1 i Fermatova tačka (Х 13 ), čije su trilinearne koordinate (kosekans ugla 
= 1 /sinus ugla): 

csc(A+ ^) : csc(£+ ^) : csc(C+ ^) (3.146) 

su pet glavnih Kimberlingovih centara navedenih u radu [26], na osnovu kojeg su kasnije 
definisane klase tih centara. 


3.4 Projektivna ravan 

Opisna ili projektivna geometrija je oblast matematike koja proučava geometrijske osobine 
invarijantne nakon projektivnih transformacija. Razvijala se nakon otkrića principa dualnosti i 
Dezargovog stava koji je osnova nacrtne geometrije , zatim Paskalove teoreme i Brianšonove 
teoreme. 
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3.4.1 Nacrtna geometrija 

Nacrtna geometrija je oblast geometrije u kojoj se proučavaju metode preslikavanja kojima se 
prostorni likovi predstavljaju odgovarajućim likovima u ravni. Na taj način se postiže da se 
rešavanje prostornog zadatka svodi na rešavanje odgovarajućeg zadatka u ravni. Preslikavanje 
koje se u nacrtnoj geometriji koristi je projektovanje, pa se slika u ravni naziva projekcija 12 . 

Ttemena dva trougla su u centralnoj perspektivi ako i samo ako su im stranice u linijskoj 
perspektivi. To je čuvena teorema francuskog matematičara Dezarga (Girard Desargues , 1591 
- 1661) iz 1639. godine koja je početkom 19. veka motivisala jednog drugog francuskog 
matematičara, Ponceleta (Jean-Victor Poncelet, 1788 - 1867), da pokrene razvoj projektivne 
geometrije. 



Teorema 3.4.1 — Dezarg. Direktan stav: ako se prave koje spajaju odgovarajuća temena 
dvaju trouglova seku u jednoj tački, tada se odgovarajuće stranice tih trouglova , ili prave 
kojima pripadaju stranice, seku u tačkama jedne prave. 

Inverzan stav: ako presečne tačke parova odgovarajućih stranica dvaju trouglova , ili 
prave kojima stranice pripadaju, pripadaju jednoj pravoj, tada se prave koje spajaju parove 
odgovarajućih temena trouglova seku u jednoj tački. 


Dokaz. U dokazu Dezargove teoreme razlikujemo dva međusobna položaja trouglova: jedan u 
kome su trouglovi u različitim ravninama i drugi u kome pripadaju istoj ravni. Za prvi dokaz 
vrijedi slika 3.23, za drugi slika 3.24. 

Dokažimo prvo oba stava, direktan i inverzan, pod pretpostavkom da su trouglovi ABC G a i 
A'B'C' G oc' u različitim ravnima a i a'. Neka je p presečna prava ovih ravni. 

1. U direktnom stavu se pretpostavlja da se praveAA', BB ', CC' seku u istoj tački T. To znači 
da, recimo sve tačke 5, B\ C, C', T leže u jednoj ravni, pa se prave na kojima leže odgovarajuće 
stranice trouglova BC i B'C' seku u jednoj tački I. Tačka I pripada ravni a jer je tačka prave 

12 V. [7] 
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BC , međutim опа je i tačka ravni a' jer je tačka prave B'C'. Dakle, tačka / pripada i presečnoj 
pravoj p C a П a'. Slično se dokazuje da stranice AC i A'C' trouglova, zajeno sa tačkom T leže 
u jednoj ravni, koja preseca pravu p u tački J. Takođe, stranice naspram temena A trouglova 
leže u istoj ravni koja preseca pravu p u tački K. Dakle, presečne tačke pravih kojima pripadaju 
odgovarajuće stranice trouglova, tačke /,/, АГ pripadaju jednoj pravoj p. 

2. Pretpostavka inverznog stava je da presečne tačke / = BCDB'C' , J = AC ПА'С' i K = 
ABHA'B' pravih kojima pripadaju odgovarajuće stranice trouglova, pripadaju jednoj pravoj 
/,/,/Г G p. Kako su trouglovi ABC i A'B'C' u različitim ravnima a i a' , tačke /,/,К su na 
presečnoj pravoj p C a П a' tih ravni. Dakle, prave BC i B'C' seku se u tački / i leže u ravni л а . 
Takođe, prave AC i A'C' seku se u tački / i leže u ravni n^ i prave AB i A'B' seku se u tački K 
i leže u ravni n c . Ravni к а i л^ imaju zajedničke tačke C i C', što znači da se seku po pravoj 
CC'. Slično, ravni n a i n c se seku po pravoj BB' , a AA' С^П n c . Tri ravni n a , л^ i n c imaju 
zajedničku tačku, recimo T. Kroz tačku T prolaze sve tri presečne prave AA' , /?/?' i CC'. 

Dokažimo sada iste stavove pod pretpostavkom da su trouglovi ABC i A'B' u istoj ravni. 



Slika 3.24: Dezargova teorema: trouglovi ABC i A'B'C' u istoj ravni 

3. Neka su trouglovi ABC iA'B'C' u istoj ravni a i neka je T presečna tačka pravih na kojima 
leže odgovarajuća temena AA', BB' i CC ', kao na slici 3.24. Na proizvoljnoj pravoj t kroz T koja 
nije u ravni a izaberimo proizvoljne tačke 7j i T^. Prave AT^ iA'T\ pripadaju istoj ravni i neka je 
njihova presečna tačka A^. Slično, neka se prave BT^ i B'T\ seku u tački B^ i prave CT^ i C'T\ 
u tački C 2 . Tačke A 2 ,^ 2 ,C 2 određuju trougao u ravni a^ različitoj od a. Neka se ravni a i a^ 
seku po pravoj p. Za dva trougla ABC \A 2 B 2 C 2 u prostoru sa centrom /ј dokazali smo, teorem 
3.4.1-1, da se prave kojima pripadaju odgovarajuće stranice BC i B 2 C 2 , AC i A 2 C 2 , AB i A 2 B 2 
seku redom u tačkama /, /, K na pravoj p. Isto važi i za trouglove A'B'C' i A 2 B 2 C 2 u ravnima a 
i a^ sa centrom Г1, da se prave kojima pripadaju parovi njihovih odgovarajućih stranica seku 
u tačkama prave p. Kako B 2 C 2 siječe p u tački /, sledi da i prava B'C' siječe p u istoj tački I. 
Slično se dokazuje da prave A'C' siječe p u tački /, a prava A'B' u tački K. Dakle, BC i B'C' , AC 
i A'C ', AB i A'B' seku se redom u tačkama /, /, K. 

4. Pretpostavka obratnog stava je da se prave kojima pripadaju odgovarajuće stranice 
trouglova ABC i A'B'C' seku redom u tačkama /,/,К prave p. Neka je a^ proizvoljna ravan 
kroz pravu p i neka je A 2 B 2 C 2 trougao u ravni a^ čije stranice B 2 C 2 , A 2 C 2 i A 2 B 2 pripadaju 
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pravim koje prolaze redom tačkama /, /, K. Već smo dokazali (ovdje 2.) da za trouglove ABC 
i A 2 B 2 C 2 koji su u različitim ravnima i čije odgovarajuće stranice pripadaju pravama koje se 
seku u tačkama jedne prave, postoji tačka T 2 u kojoj se seku prave AA 2 , BB 2 i CC 2 . Takođe, za 
trouglove A'B'C' i A 2 B 2 C 2 postoji tačka T\ u kojoj se seku prave A'A^, B'B^ i C'C 2 . Tačke T\ i 
T 2 određuju pravu t i neka je T tačka prodora prave t kroz ravan a. Prave Т\А' i T 2 A 2 seku se u 
tački A 2 i određuju ravan koja siječe ravan a po pravoj AA'. U istoj ravni je i prava 7j T 2 , pa je 
presek pravih T\T\ i AA' tačka T. Na isti način se pokazuje da tačka T pripada i pravim BB' i 
CC'. Dakle, AA', BB' i CC' seku se u tački T. U 

Slična Dezargovoj je Mongeova teorema. Francuski matematičar Gaspard Monge ( Gaspard 
Monge, Comte de Peluse, 1746 - 1818) otkrio je nacrtnu geometriju, koja predstavlja osnovu 
tehničkom crtanju, i osnove diferencijalne geometrije. 

Teorema 3.4.2 — Monge. Za bilo koja tri kruga u ravni, koji nemaju zajedničkih tačaka, 
tangente parova tih krugova sjeku se u kolinearnim tačkama. 



Dokaz . Na slici 3.25 su tri kružnice < 2 ,Z?, c u ravni. Zajedničke tangente ^ c , Sb c kružnica c seku 
se u tački I. Tangente t ac ^s ac kružnica a,c sjeku se u tački J, a tangente 4 C ,^ C kružnica u 
tački K. Neka su te tri kružnice ekvatorijalne kružnice triju sfera u preseku sa ravninom 7Г koja 
sadrži njihove centre. Same sfere su u sendviču između još dve ravni a i /3. Svaki par sfera 
definiše konus (kupu) u koju su upisane. Vrhovi tri konusa konusa su presečne tačke po dve 
eksterne tangente, tj. izvodnice konusa u dodiru sa ravnima a i /3. Kako svaki od konusa ima po 
jednu izvodnicu u svakoj od ravni a i /3, vrh svakog od tri konusa mora biti u obe ravni i, prema 
tome, negde na liniji p C a П /3 preseka dve ravni. ■ 

Nacrtna geometrija je grana geometrije koja se bavi predstavljanjem tri-dimenzionalnih tela 
u dve dimenzije korištenjem posebnih procedura. Njoj je teorijski bliska projektivna geometrija, 
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а rezultati obe teorije imaju široku upotrebu, od same matematike, pa do inženjerstva, arhitekture, 
dizajna i uopšte vizuelnue umjetnosti. 

3.4.2 Papusova teorema 

Tales iz Mileta (oko 624 - 546. g.p.n.e.) je bio jedan od prvih antičkih grčkih filozofa. Smatraju 
ga prvim koji je koristio dedukciju u geometriji, da bi nalazio visine piramida i udaljenosti 
brodova od obale. Nekoliko teorema danas nosi njegovo ime, među kojima je i slijedeća. 

Teorema 3.4.3 — Tales. Date su dve prave a,b koje se seku u tački O i dve prave р,р' koje 
ih presecaju, prva u tačkama A,£, druga u tačkama A',#' redom. Tada je: 

p\\p АВ.Ш' = ОА:ОА' = ОВ\Ш. (3.147) 

Drugim rečima, ako su prave p i p' paralelne, onda su navedene stranice proporcionalne i 
obratno, ako su trouglovi ABO i A'B'O slični onda su prave p i p' paralelne. 



Dokaz. Na slici 3.26 vidimo da vektori AB i A'B' imaju isti pravac (kolinearni su), pa je AB = 
k • A'B ', odakle == = \k\. Iz trouglova ABO i A'B'O imamo AB — OB — оХ i A'B' — OB' — OA'. 

Zamjenom vektora dobijamo OB — оХ — к • ( OB' — OA '), odakle je OB — k • OB' = oX — k • OA'. 
Prave a i b nisu paralelne pa je posljednja jednakost moguća samo ako su lijeva i desna strana 
jednakosti nula vektori, odakle je OB = k • OB' ioX = k- OA ', odnosno == = \k\ = == = ==, 
čime je dokazana implikacija u desno. 

Obratno, dokazujemo implikaciju A ABO ~ A A'B'O => p\ \р' . Koristeći istu sliku 3.26 gde 
je ugao O zajednički za odgovarajuće stranice, ujedno dokazujemo i slijedeću imlikaciju. Ako su 
proporcionalne po dve odgovarajuće stranice trouglova iz temena O , tada je proporcionalna i treća. 
Naime, tada postoji koeficijent proporcionalnosti k E M takav da je оХ = k • OA' i OB = k • OB', pa 
oduzimanjem ovih vektora nalazimo AB = OB — oX = k • OB' — k • OA' = k • ( OB' — OA ') = kA'B'. 
To znači da su vektori AB i A'B' paralelni, tj. p\ \р' . U 


Neposredna posledica Talesove teoreme 3.4.3 je slijedeća, tzv. euklidska verzija Papusove 
teoreme . 

I Korolar 3.4.4 Date su prave a, b euklidske geometrije. Neka su A, C,£ tri tačke na a i neka 
su K, /, J tri tačke na b. Tada, ako je CK\\EI i AI\\CJ , onda je AK\ \EJ. 
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Dokaz. Ako su prave a i b paralelne, onda su trouglovi AEI i JKC, jer imaju jednake odgovara- 
juće uglove (uglovi sa paralelnim kracima su jednaki, ili su suplementni). Zato su slični trouglovi 
AIK i JCE a otuda KA\\EJ. 

Obratno, kao što se vidi na slici 3.27 levo, ako prave a i b nisu paralelne, one se seku u nekoj 
tački O. Tada su slični trouglovi OAI i OCJ, a sa druge strane, slični su trouglovi OKC i OIE, 
pa su slični i trouglovi OAK i OEJ. Otuda AK\\JE U 


в , 


h 


a 


Slika 3.27: Euklidska verzija Papusove teoreme 

Jedan od poznatijih netrivijalnih teorema u vezi sa pravim linijama potiče od Papusa iz 
Aleksandrije (oko 290 - 350. g.), posljednjeg velikog antičkog grčkog geometra. On je bio 
autor niza knjiga, koje su nažalost djelom izgubljene, a koje su pokrivale veliki dio tada poznate 
matematike. Jedno od tvrđenja koja se njemu pripisuju je upravo dokazani korolar, a sledeće 
je poopštenje, koje se naziva Papusova harmonijska teorema, a osnova je današnje projektivne 
geometrije. 

U projektivnoj geometriji kažemo da se paralelne prave seku u beskonačnosti. Ovdje, na 
slici 3.27 desno, ‘paralelne’ prave AK i EJ seku se u ‘beskonačnoj’ tački F, AI i CJ seku se u B, 
a prave CK i EI seku se u D. Tri ‘beskonačne’ tačke D,E,B leže na istoj ‘beskonačno dalekoj’ 
pravoj. 

Vežba 3.1 Pretpostavimo da prava c = DFB nije beskonačno daleka i da su u Dekartovom 
koordinatnom sistemu zadate tačke A,B,C,D,E,F, kao na slici 3.27 desno, pa nađimo 
koordinate tačaka I, J, K metodom analitičke geometrije. ■ 

Rešenje. Jednim potezom crtamo izlomljenu liniju između dve prave a. c kao na slici 3.27 desno. 
To je šestokraka zvijezda sa tjemenima А(А Х ,А У ), B(B x .B y ), С(С Х ,С У ), D(D x ,D y ), E(E x ,E y ), 
E(F x ,F y ) čije se stranice seku u tačkama I(I x ,l y ), J(J x ,J y ), K(K x ,K y ). Preciznije ABHDE —I, 
ВСПЕЕ = J,CDHAE =K. 

Da li su presečne tačke I, J, K kolinearne ili nisu, tj. da li one leže na istoj pravoj ili ne, to za 
sada ne razmatramo. 

Međutim, jesu kolinearne tačke A — I — BiD — I — E. To znači da trougao sa tjemenima u 
navedenim tačkama ima površinu nula: 



Ах 

4 

в х 


D x 

Ix 

E x 

A y 

h 

Ву 

II 

o 

D y 

h 

E y 

1 

1 

1 


1 

1 

1, 


(3.148) 
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а otuda sistem linearnih jednačina po 1 Х Ј У ' 


( (Лу — By)Ix + (B x —A x )I y — A y B x — A x B yi 
\ [Đ y — Ey)I x + (E x — D x )I y = E x D y — D x E y . 

Na drugi način do istog sistema jednačina dolazimo polazeći od jednačina pravih kroz 
To je par tačaka A, B, a zatim Д E , čije su jednačine: 


у-Л у= В >- А >' 


(x-A x ), y-D y = 




B x —A x v л/7 " 7 E x -D x 

rešavanjem ovih sistema nalazimo koordinate presečne tačke I = AB П DE: 

(B x — A x ) (E x D y — D x E y ) + (E x — D x ) ( A x B y — A y B x ) 


Е = 


Iy = 


(A x E y — Е х А у ) + (E x B y — В х Е у ) + (. B x D y — D x B y ) + (D x A y —A x D y ) ’ 
(B y —A y ) (E y D x — D y E x ) + (E y —Dy) (A y B x — A x B y ) 


(A y E x E y A x ) + (Е у В х В у Е х ) + (B y D x D y B x ) + (D y A x A y D x 

Ponavljajući postupak za tačke /, K dobijamo: 


_ (Вх C x )(E x F y F x E y )-\-(E x F x )(C x B y C y B x )_ 

(C x Ey —E x Cy ) + ( E x By —B x Ey )+ (B x F y -F x By)-\- ( F x Cy —C x Fy ) ’ 


J x = 

< Ј У = (СхЕу-Е^ЦЕЈу-ВхЕуМВ^у-РхВуМЕгСу-С^у) ’ 

r гу (F x —A x )(C x Dy—D x Cy)-\-(C x —D x )(A x Fy—AyF x ) 

x ~ (A x Cy-C x Ay)+(C x Fy-F x Cy)f(F x D y -D^ ’ 

K v = 


(A y —F y ) (C y D x —DyĆ x )+ (D y —C y ) (A y F x —A x F y ) 


(3.149) 
dve tačke. 

(3.150) 

(3.151) 


У (A x Cy — C x Ay )+ (C x Fy — F x Cy )+ (F x Dy — D x F y ) + (D x A y — A x D y ) 

Iz (3.151) dobijamo (3.152) ili (3.153) izamjenomA -+ CiD -+ F, odnosno B -+ FiE 


(3.152) 

(3.153) 
>C. ■ 


Vežba 3.2 Uradimo isto kao u prethodnoj vježbi 3.1, ali uzmimo da se prave a = ACE i 
c = BFD , na slici 3.27 desno, seku u ishodištu Dekartovog sistema Oxz. Primetimo da time 
ne mjenjamo uslov kolinearnosti bilo koje tri tačke. ■ 

Rešenje. Sada možemo definisati koeficijente pravca m a = tg ф а i m c — tg0 c , pa je A y = m a A x , C y — 
m a C x , E y = m a E x i D y = m c D x , F y — m c F x , B y = m c B x . Prethodni izrazi (3.151-3) tada dobijaju 
jednostavniji oblik: 

j ( Вх ~A X ) D x E x -\-( E x —D x )A X B X 

lx — B X E X —A X D X 

т _ (Bx—C x )FxE x -\-(E x —F x )C x B x 

Jx — B X E X -C X F X 

_ (F x —A x )D X C X + (C x —D x )A X F X 

^ x — F X C X —A X D X 


j _ m a A x E x (B x D x )-\-m c B x D x (E x A x ) 

А у — 


B X E X —A X D X 

_ (4 ~fi:) ^ ~Q) 

B E CF 

к _ m a A x C x (F x -D X X ) +m c F x D x (C x -A x ) 
У — F X C X -A X D X 


Jy = 


(3.154) 


I Vežba 3.3 Stavimo u prethodnom rešenju (vježba 3.2) da je v-osa prava a = ACE , pa nađimo 
koordinate presečnih tačaka /,/,7Г. Primetimo da kolinearnosti i dalje važe. 


Rešenje. Sada je m a = 0, pa koordinate preseka (2.9) dobijaju još jednostavniji oblik: 


{ 


4 = 
Л = 
к х = 


BDE -ADE +ABE -ABD 
BE-AD 

BFE-CFE+CBE-CBF 
BE-CF 

CDF -ACD +ACF -ADF 
FC-AD 


j _ mBD(E-A) 

h BE-AD 
j _ mBF(E-C) 
Ј У — BE-CF 

_ mFD(C—A) 

К У FC-AD ’ 


(3.155) 


u kojem nema indeksa (svi su х), a umesto koeficijenta m c stoji jednostavno m. 
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Prije poslednje tri vježbe dokazali smo euklidsku verziju Papusove teoreme kao posledicu 
Talesove teoreme. Tada je jedna od pravih bila ‘beskonačno’ daleka. Međutim, sada ćemo vidjeti 
da nezavisno od toga je li neka prava ‘beskonačno daleka’ ili nije, da važi sledeći teorem. 

Teorema 3.4.5 — Papus. Neka je ABCDEF heksagon (šestougao) sa šest različitih temena 
takvih da tačke A,C,/i leže na jednoj liniji, a tačke B,D,F leže na drugoj. Neka je / presek 
AB sa DE , neka je J presek BC sa EF i neka je K presek CD sa FA. Tada tačke /, /, K leže na 
pravoj liniji. 

Dokaz. Koristićemo rezultat (3.155) prethodnog primera i sledeću sliku (3.28), koja je zapravo 
identična sa prethodnom (slikom 3.27 desno). 




Slika 3.28: Harmonijska Papusova teorema 


Recipročne vrijednosti 13 koordinate X tačaka (2.10) označimo redom sa r x \ 


1 


1 1 

rc = 


ГА = Х Гв = В 


Tako sistem (3.155) postaje: 


C 


1 

’ гк = к • 


(3.156) 


L = 


_ r A -r E +r D -r B 


г А го-г Е г в 


I- г а-ге m 

У r A r D -r E r B 


_ r c -r E +r F -r B 
: r c r E -r E r B 

_ r A -r c +r D -r F 
x r A r D -r c r F 


л 


r c -r E 


K v = 


r C r F -r E r B 
r A -r C 


-m 


(3.157) 


r A r D r c r F 


-m. 


Ove koordinate možemo takođe pisati u obliku: 


I OQ 

lx - п 

т — CCi 

Jx ~ Yj 
_ ОСк 


Г У = l w 

J y = % m 
- &, 


K x = ft Ky = 

л Ук У Vv ' 


Ук 


(3.158) 


gdeje 


13 


dl = r A - r E + r D - r B 
aj = r c -r E + r F - r B 


Pi = r A - Г Е 7 / = r A r D - r E r B 
Pj = r c - r E Yj = r c r F - r E r B 


(3.159) 


a K = r A -r c + r D -r F Рк = г А -г с y K = r A r D -r c r F 


Math pages: http : //ччч .mathpages . com, Pappus’ Theorem 
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Primetimo da je 


«/ = «/ + сс к Р/ = Д/ + /3 А ' 7/ = 7/ + Ук 

Uslov kolinearnosti tačaka /,/, АГ možemo pisati 

Ку Iy Iy Ју 

к х I x I x J x 

Ta jednakost se može transformisati u ekvivalentnu: 
РкУЈ ~ PiTk = РгУј-РјЂ 

ССкУ1-ОС,Ук CC/Jj - CtjJi 


(3.160) 


(3.161) 


(3.162) 


Primetimo da su brojnici jednaki zato što se jednakost PkYi ~ PiYk = PiYj ~ PjYi može pisati u 
obliku ( Рк + Pj)Yi = Pi(Yk + Yj) b prema relacijama (3.160), vrijednosti u zagradama su redom 
Pj i Yi • Slično tome i nazivnici (3.161) su jednaki, jer je (оск + 0Cj)Yi = &i(Yk + 7 /)- 

Prema tome, ispunjen je uslov kolinearnosti (3.161) i time je tvrđenje teoreme dokazano. ■ 


Papusova teorema se može analizirati i pomoću orjentisane površine mnogougla (3.5), koju 
smo razmatrali uvodeći pojam komutatora. Tri tačke A(a x ,a y ),B(b x ,by),C(c x ,c y ) sa datim 
koordinatama u Dekartovom sistemu, definišu trougao A ABC. Već smo videli da je orjentisana 
površina tog trougla: 


П(ААВС) = 


1 


Му Uy L ,y 

1 1 1 


— + b x c x + c x a x (J x c x b x a y c x b 




^х^у 


'Х^у 


J x^y 


^x u y 


(3.163) 


Ako su tačke ABC pozitivno orjentisane (obrnuto smjeru kazaljke na satu), tada će površina 
П(Д ABC) imati pozitivan predznak, inače je negativna. 

Površinu orjentisanog četvorougla DABCD smo definisali na sledeći način: 

U(DABCD) = U(AABD) + U(ABCD) . (3.164) 


Ovo je takođe funkcija koordinata temena. Ako obilazeći četvorougao (izlomljenom) linijom 
ABCD ne presecamo stranice, tada dobijamo uobičajenu površinu sa predznakom koji zavisi od 
orjentacije. Međutim, ako se stranice poligona seku, tada jedan od trouglova doprinosi ukupnoj 
površini, a drugi je smanjuje. Površina presečenog četvrougla je nula ako i samo ako površine 
odsečenih trouglova imaju jednake apsolutne vrijednosti (a suprotan predznak). 

Na slici 3.2 desno se vidi da će nultu površinu imati četvorougao DABCD kada su linije AC i 
BD paralelne. Preciznije rečeno, važi ekvivalencija: 

U(OABCD) = 0 AC\\BD. (3.165) 


Slijedeći primer je dokaz posebnog Papusovog stava 3.4.4 metodom površina koji je pronašao 
Sander (Desmond Fearnley-Sander). 

ш Primer 3.27 Na različitim pravama su date kolinearne tačke A, /?, C G p, I,F,Zg q. Dokazati 
da iz AY\ \BX i BZ\\CY sledi AZ\\CX. 

Neka je u euklidskoj ravni dato šest tačaka ABCXYZ koje formiraju dva trougla AACB , 
Д XYZ i dva četvorougla Q BYXA, \I\CZYB , kao na slici 3.29 levo. Zbir orjentisanih površina 
jednak je površini okolnog četvorougla DCZXA. Drugim rečima 

U(ACB) + U(XYZ) + U(BYXA) + n(CZXA) = 0. 
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Slika 3.29: Dokaz Papusove teoreme metodom površina 


Izraz levo je očigledno polinom koordinata i on ne zavisi od tačnih pozicija tačaka. Prema (2.5) 
ova će formula vrijediti za proizvoljne pozicije tačaka, čak i ako te tačke degenerišu. 

Uzmimo sada da su to onih šest tačaka Papusove teoreme, kao na slici 3.29 desno. Pret- 
postavka teoreme tvrdi da su ABC i XZY dva kolinearna tripleta tačaka. Štaviše, mi imamo 
AY\\XBiBZ\\YC. Izraženopovršinamatoznači Yl{ACB) = Il(XYZ) = Yl{BYXA) = YL(CZYB) = 
0. Prema tome, mi imamo takođe n(CZXA) = 0, jer bi inače bila narušena formula zbira. Otuda 
AZ\\XC. ш 

Ovaj primer pored svoje jednostavnosti inspiriše i mnoštvom drugih mogućnosti. Prije svega 
on dokazuje euklidsku verziju Papusove teoreme čak i kada se neke od tačaka poklapaju. Zatim, 
recimo, sliku 3.29 levo, možemo posmatrati i kao projekciju trodimenzionalne trostrane prizme. 
Pet strana prizme (dva trougla u bazi i tri četvorougla u omotaču) su odgovarajuće za pet površina 
navedenog dokaza. 



Slika 3.30: Verzije Papusove teoreme 

Papusova teorema sama po sebi ima zanimljivih primjena. Neki od mnogobrojnih primera se 
vide na slikama 3.30. Prva od tri slike pokazuje trostruku simetriju, koja proizilazi iz Papusove 
teoreme. Druga i treća su slučajevi euklidske geometrije kada neke od tačaka mogu otići u 
beskonačnost. Srednja slika se može formulisati i kao slijedeći stav, u jednu od verzija euklidske 
Papusove teoreme. 

Korolar 3.4.6 Dat je proizvoljan trougao A ABC. Biramo proizvoljnu tačku D\ na stranici AB. 
Iz te tačke vučemo liniju paralelnu sa AC do preseka sa stranicom BC. Od preseka dalje 
vučemo liniju paralelnu sa AB do preseka D^ sa AC. Zatim vučemo paralelu sa BC , pa sa AC, 
zatim sa AB i konačno sa BC. Nakon šest koraka ponovo stižemo u tačku D\. 

Dokaz . Iz D\D^ \ \D/±D$ i D^D^ \ \D^D^ sledi D\D^ \ \D^D/^. U 

Na kraju, upoznajmo se i sa metodom projektivne geometrije. Zadržaćemo pojam kolin- 
earnosti, ali ćemo odustati od paralelnosti. Sa druge strane, beskonačno daleke tačke više neće 
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biti izuzetak, u smislu da: “dve različite prave se uvek seku u tačno jednoj tački”. Kako je to sve 
moguće postići pogledammo na slici 3.31. 



Slika 3.31: Projekcija ravni 7Г na ravan л' zrakama iz S 


Ravan o je paralelna sa ravni 7г', a ravan 7Г nije, tako ^ајед = 7гП7гЧс = 7гП<7. Zrakama 
iz tačke S e o projektuju se tačke P' ,Q' e л' ravni л' u tačke P, Q E 7Г ravni 7Г. Prava a' e л' se 
projektuje u pravu а^л. Dakle, kolinearne tačke se projektuju u kolinearne tačke. 

presek dviju ravni je prava q E 7Г П 7Г Г , koja se projektuje u tu istu pravu ( q' = q ), tako da 
se svaka tačka Q' e q' projektuje u samu sebe ( Q' = Q). Primetimo da se sve tačke ravni o 
ovom projekcijom projektuju u tačke prave c e o П л' . Dakle, beskonačno daleke tačke ravni л 
projektuju se u konačno daleku pravu c e 7г'. 

■ Primer 3.28 Postavimo Papusovu figuru, slika 3.28, u ravan л slike 3.31 tako da se jedna od 
datih pravih a ili c projektuje u beskonačnost. 

Recimo D, F ,B e c = 7Г П <7, kao što se vidi na slici 3.32. Sada u ravni л imamo figuru slike 
3.27 desno, u kojoj prave Al i С/, itd. nisu paralelne, ali u ravni л' imamo figuru sa iste slike 
levo, gde je A'I' \ \С' J ', C'K' \ \Е'Г i A'K' \ \E'J'. 



Slika 3.32: Projekcije Papusove figure u dve ravni 

Isti korolar 3.4.4 sada pokriva obe figure slike 3.27. ■ 

Na prikazani način svaku ravnu figuru možemo projektovati na neku ravan tako da se linija 
koja sadrži tačke D i B preslikava u beskonačnost. Ako uspijemo dokazati da će se tačka F 
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takođe preslikati u istu liniju u beskonačnosti, dokazaćemo da je F kolinearna sa D i B i na 
originalnoj ravni (jer projektivno preslikavanje čuva prave linije). 

| Vežba 3.4 Metodom projektivne geometrije provjeriti Papusovu teoremu 3.4.5. 

Rešenje. Koristimo prethodne slike i iste figure na slici 3.33, gde je O tačka preseka pravih a i b, 
odnosno 0' = a' Db '. Kada su im presečne tačke u beskonačnosti onda date linije moraju biti 
paralelne. Zbog sličnosti trouglova O'E'I' i O'C'K' imamo proporciju O'E': O'I' = O'C': O'K'. 



Slika 3.33: Afina perspektiva projektivne ravni 


Takođe iz A O'J'C' ~ AO'I'A' sledi O'J': O'C' — O'I': O'A'. Množeći ove proporcije sa O'I' 
i O'C' redom, nakon djeljenja dobijamo 


OE 

/01-0С\ 

, 04 

Ш ~ 

l očoi) 

' ш 


(3.166) 


gde je radi kraćeg pisanja izostavljeno prim. Prema tome, važi i proporcija OE : OJ = OA : 
OK. Dakle, imamo još jedan par sličnih trouglova AO'E'J' ~ AO'A'K ', tj. imamo paralelnost 
E'J'\ \А'К' . To znači da je tačka F' kolinearna sa tačkama D' i B'. 

Sa druge strane, u ravni 7Г, kolinearnost tačaka A,C,E i tačaka K,/,/ povlači kolinearnost 
preseka D,F,B. Drugačijim izborom imena tačaka, i/ili njihovih rasporeda, na ovaj način je 
moguće provjeriti svaki oblik Papusove teoreme. ■ 


3.4.3 Homogene koordinate 

Projektivnu geometriju je u današnjem obliku zasnovao njemački matematičar Mobius (1790 
- 1868). On je uveo novi koncept projektivne ravni , ili homogenih koordinata 14 , gde je za 
razliku od uobičajene upotrebe dve koordinate (jc,y) u jednoj ravni koristio tri koordinate (jc,y,z). 
Koordinatne vektore koji se razlikuju samo po nenultom skalamom faktoru je smatrao jednakim. 
Nula vektor (0,0,0) mu nije trebao, a sve ne-nulte tačke u jednodimenzionalnom potprostoru od 
R 3 je sveo na jednu tačku. 

Neka je data tačka (jc,y) u euklidskoj ravni. Da bi je predstavili u projektivnoj ravni, mi 
jednostavno dodamo treću koordinatu, recimo broj jedan, i dobijemo (x,y, 1). Da bi dobili 
(Ajc,Ay,A), dodamo realan broj A ф 0, tako da je tačka (0,0,0) isključena. Zbog nebitnosti 
razmjere A ^ 0 koordinate (X,Y,W) = (АХ, АУ, XW) se nazivaju homogene koordinate tačke. 
Upotrebili smo velika slova za homogene kooridnate, za razliku od malih, euklidskih. 

Vežba 3.5 U euklidskom prostoru navesti neki vektorski oblik jednačine: 

1. ravnine koja sadrži ishodište, 

2. preseka dve ravni, 


14 August Ferdinand Mobius: Der barycentrische Calciil, 1827 
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1 3. ravnine koja sadrži dve date tačke i ishodište. 

■ 

Rešenje. 1. U euklidskoj geometriji, ravnina koja prolaži ishodištem i okomita je na vektor 
n = je geometrijsko mesto tačaka r = {x,y,z) takvih da je n - r = 0, tj. 

ax-\-by + cz — 0, (3.167) 

kao na slici 3.34 levo. 




Slika 3.34: Euklidska ravan i presek dve ravni 


2. Na istoj slici desno prikazan je vektor paralelan preseku dve ravni (a, b, c) i (a',b',c') . To 
je vektorski proizvod: 

(a",b",c") = (a,b,c) х (a',b',c'). (3.168) 

3. Jednačina ravni koja prolazi koja prolazi dvema tačkama r, r' je: 

(a,b,c) = r х r' = (x,y,z) х (x',y',z) = (3.169) 


i ј k 

х у z 

х' у' k' 


(yz - y'z , x'z - XZ , xyf - x'y). 


U projektivnoj geometriji ćemo opisivati linije i tačke u jednoj ravni, recimo 7Г. Uzimamo 
u obzir i treću dimenziju da bismo lakše radili sa tačkama u beskonačnosti. Ishodište O je 
izvan ravni 7Г, na udaljenosti jedan od te ravni. Svakoj tački T G 7Г pridružićemo jednu zraku 
r = (x,y,z), koja preseca projektivnu ravan u datoj tački. Svakoj liniji / G 7Г pridružićemo jednu 
ravninu L (a, b, c) koja preseca projektivnu ravan po datoj liniji. 

Za datu projektivnu ravan, zrake r = (x,y,z) i (Ax,Ay,Az) su istejer označavaju istu tačku 
T E 7Г. Koordinatni vektor tačke T je r, a homogene koordinate su (x,y,z)- 

Slično, ravnine (a,b,c) i (Аа, Až>, Ac) su iste jer definišu istu liniju / ravni 7Г. Koordinatni 
vektor linije / je L a njene homogene koordinate su (a, b, c). 

Tačka r pripada liniji L ako je skalarni proizvod ta dva vektora nula, tj. L • r = 0. Naime, 
vektor L je u euklidskom prostoru okomit na ravan koju definiše, pa kada su vektori L i r 
uzajamno okomiti onda oba definišu istu euklidsku ravan a ona siječe projektivnu ravan 7Г po 
istoj pravoj /. Otuda je jednačina linije L u projektivnoj geometriji (3.167), tj. ax + by + cz = 0. 
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Slika 3.35: Projektivna ravan 7Г 


| Vežba 3.6 Definisati prelazak iz projektivne ravni u euklidski prostor 2D. 

Rešenje. Za tačku posmatrajmo presek zrake r = (Av,A)/,Az) sa ravninom z = 1. Stavimo 
A = 1/z, pa izračunajmo koordinate tačke T(x/z,y/z). Za liniju, presek ravnine ах + by + cz = 0 
sa ravninom z = 1 daje traženu liniju l :ax + by + c = 0. Linija kroz dve tačke r i r' je L = r х r'. 

Tačka ro(jc,y,0) ne odgovara niti jednoj konačnoj tački euklidske ravnine. To je tačka u 
beskonačnosti, koja se naziva i idealna tačka. Linija Lo = (0,0,1) prolazi kroz sve tačke u 
beskonačnosti, jer je Lo • ro = 0. ■ 

dve paralelne linije L = (a, b, c) i L' = (a, Z?, c') seku se u tački 


Го — L х L — 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

a 

b 

c 

= 

a 

b 

c 

a 

b 

c' 


0 

0 

c' — c 


(c'-c)(fe,a, 0 ), 


(3.170) 


tj. ro = (Z?,a,0). Prema tome, skup svih tačaka u beskonačnosti je linija Lo. 

U projektivnoj geometriji se dve prave linije uvek seku u jednoj tački, a dve tačke uvek leže 
na jednoj pravoj liniji. To nije slučaj u euklidskoj geometriji, gde su paralelne prave posebnost. 

I Definicija 3.4.1 — Projekcija. Projektivno preslikavanje je preslikavanje tačaka ravni u 
tačke ravni, pri čemu se kolinearne tačke, tj. tačke koje leže na istoj pravoj liniji, preslikavaju 
u kolinearne tačke. 


Projektivno preslikavanje se naziva i projektivnost, kolinearno preslikavanje, ili homografija. 
Jednostavno rečeno, projektivnost je linearna transformacija zraka. 

Lema 3.4.7 — Preslikavanje. Preslikavanje je projektivno ako i samo ako je to linearna trans- 
formacija homogenih koordinata r' = Hr, gde matrica H nije singularna (ima inverznu matricu). 

Dokaz. Ako su ri, Г 2 ,Г 3 tri tačke na pravoj liniji L, a r' v = r v , v E {1,2,3}, tada r' v pripadaju 
L. Obratno, iz L T r v = 0 sledi L T H _ 1 Hr v = 0, pa tačke Hr v leže na pravoj H -T L. ■ 

Projektivna matrica H je definisana projektivnim preslikavanjem r' = Hr, tj.: 

f x \ / h xx h xy h xz \ / x\ 

/ = [h yx h yy Л* у . (3.171) 

\Z / \hzx hzy hzzj \zj 

Matricu H nazivamo homogena matrica , jer je možemo množiti proizvoljnim brojem A 0 bez 
uticaja na projektivnu transformaciju. Kod nje je važan samo količnik pojedinih članova, a ima 
takvih osam nezavisnih odnosa. Otuda zaključak da projektivnost ima osam stepeni slobode. 
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■ Primer 3.29 primer projektivnog preslikavanja je paralelna projekcija, zatim centralna projek- 
cija. 

Treći primer je slika (ravne) figure tačaka r v (indeksi v su iz proizvoljnog skupa), recimo 
na podu sobe, iz dva ugla r' v = H'r v i r" v = H"r v sa dva fotoaparata H' i H". Naime, i tada je 
prva slika homografska slika druge, jer je r" v = H"H /_ V v . ■ 


Kako homogena matrica ima osam stepeni slobode, preslikavanje h : r v — 
izračunati na osnovu četiri tačke. Svaka od tačaka daje dve nezavisne jednačine: 

X hxx% + ћхуУ + hxz ^ХХ^ "t" ^хуУ "t" h xz 




ћ^Х + ћфУ + ћ 


h 'zx + КуУ + 1 


se moze 


(3.172) 


У 


у' h yx x + h yy y + h yz h' х + h' у + h' 


yz 


hzx + ^гуУ + ^zz ^'^хХ + h' zy y + 1 


Ovo je linearni sistem jednačina sa osam nepoznatih h' uv = h uv /h ZZ i v G {v,y,z}. 

■ Primer 3.30 Predstaviti pravu liniju u projektivnoj ravni. 

Da bi predstavili liniju u projektivnoj ravni, polazimo od opšte jednačine euklidske prave 
ax + by + c = 0 koju množimo proizvoljnim parametrom W ф 0, jer na homogenu pravu ne 
utiče promjena razmjere. Homogene varijable označimo velikim slovima X/Y/W. Dolazimo 
do sledećeg oblika аХ + bY + cW = 0, odnosno matričnog oblika р т Т = Т т р = 0, gde je 
p = [a,Z?,c] T prava linija, T = [X,F,fk] T tačka na toj liniji, a М т je transponovana matrica M. 
Parametri ove prave su poznati: koeficijent nagiba je — a/b , presek sax-osom je — c/a, a presek 
say-osom — c/b. ■ 

Za prelazak zapisa tačke iz projektivne ravni u euklidsku prosto djelimo trećom koordinatom: 
{x,y) = (. X/W, Y/W). Na taj način vidimo i da projektivna ravan sadrži više tačaka od euklidske. 
Taj višak se dobije kada je treća koordinata nula, kao što smo već pominjali u vježbi 3.6 za 
idelane tačke, tj. tačke u beskonačnosti. Postoje različite idealne tačke zavisno od pravca. 
Recimo, idealne tačke (1,0,0) i (0,1,0) imaju redom horizontalan i vertikalan pravac. Te idealne 
tačke su u projektnoj ravni obične, bez nekog posebnog tretmana. Kada su sve tačke jedne prave 
idealne, pravu nazivamo idealna, linija u beskonačnosti. Idealna linija je takođe kao i svaka 
druga linija u projektivnoj ravni. Njen reprezent je (0,0,1). 

■ Primer 3.31 Naći tačku incidentnu dvjema pravama pi,P 2 - Naći pravu incidentnu dvjema 
tačkama Т 1 Д 2 . 

Incidentna tačka je ona u kojoj se seku dve prave. Incidentna je prava koja sadrži dve date 
tačke. 

U elementarnoj algebri, dve prave linije pi = (tfi,ž>i,ci),P 2 = (+ 2 ^ 2 + 2 ) se seku u tački 


T = {b\C2 — b2C\,a2C\ — a\C2,a\b2 — a^bi). 


(3.173) 


Tu je formulu lakše pamtiti pomoću vektorskog proizvoda vektora T = pi х p 2 . Ako su dve prave 
paralelne, tada je a\ : b\ — a^ : ž> 2 a tačka preseka {b\C 2 — b 2 C\,a 2 C\ — a\C 2 , 0 ), što je idealna 
tačka pridružena pravcu sa nagibom (koeficijentom) —a\/b\. 

Slično, kada su date dve tačke Ti, T 2 , jednačina prave na kojoj one leže je data sa: 


P = Ti х T 2 . 


(3.174) 


■ Primer 3.32 Definisati tri kolinearne (konkurentne) tačke (prave) determinantom. 
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Prava koja sadrži prve dve tačke je Ti х T 2 . Treća tačka tada leži na istoj pravoj ako je 
Тз т (Тх х T 2 ) = 0. To je mješoviti proizvod vektora. Prema tome, determinanta tipa 3x3 
matrice koja sadrži te tačke je nula, tj. 


det[T x ,T 2 ,T 3 ] = 0. (3.175) 

Slično, tri prave pi,P 2 ,p 3 se seku u istoj tački (one su konkurentne), ako važi jednakost: 

det[pi,p 2 ,p 3 ] =0. (3.176) 


Uporedite ove rezultate sa poznatim izrazom za površinu trougla. ■ 

■ Primer 3.33 Date su dve prave pi = (4,2,2) i рг = (6,5,1). Njihova tačka preseka je: 


i ј k 

4 2 2 
6 5 1 


(2 — 10)i+ (12 — 4) j + (20 — 12)k = (—8,8,8) = (—1,1,1). 


■ Primer 3.34 Naći presek hiperbole ху = 1 i prave v 1. Naći presek iste hiperbole sa pravom 
У = 0. 

Da bi ove jednačine preveli u homogene koordinate, prisjetimo se da je X = Wx i Y — Wy. 
Dobijamo jednačinu hiperbole XY — W 2 i jednačinu prave Y = W. rešenje sistema ove dve 
jednačine je tačka (W,W,W) u homogenim koordinatama, što je u euklidskoj ravni tačka (1,1). 

presek iste hiperbole sa drugom horizontalnom linijom у = 0 ne postoji u euklidskoj ravni. U 
homogenim koordinatama ta linija postaje Y — 0 što je rešenje za (X, 0,0), a to je idealna tačka 
(tačka u beskonačnosti) pridružena horizontalnom pravcu. ■ 

3.4.4 Dvorazmera 

Proučavanje perspektive u slikarstvu i arhitekturi tokom renesanse imalo je veliki uticaj na 
razvoj savremene matematike. Jedno od značajnih otkrića iz tog perioda bio je Paskalov mistični 
heksagram, odnosno harmonijska četvorka tačaka. 



Slika 3.36: Harmonijske četvorke tačaka 
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Na slici 3.36 iz tačke 0 projektujemo tačke A,£,C,D prave p na tačke A',B f ,С' ,D f prave p'. 
Primjenjujući sinusnu teoremu na trougao OAB , a zatim na trougao OBD , dobijamo redom: 


AB sin a BD sin(j3 + 7 ) 

05 sin/i’ 05 sinv 

gde se podrazumjevaju udaljenosti između tačaka. Količnik ovih razmjera je: 

AB sin a sin v 
BD sin(j3 + 7 ) sin/i 

Isto tako, primjenjujući sinusnu teoremu na trouglove OCD i OCA dobijamo: 

DC sin 7 sin /1 
CA sin(a + j3) sinv’ 

Ako sada pomnožimo ove količnike i skratimo sinuse od /1 i V, preostaje nam: 

A5 • CD sin a • sin 7 

AC BD sin(a + j3) • sin(j3 + 7 ) 


(3.177) 


(3.178) 


(3.179) 


(3.180) 


Dobili smo broj, količnik proizvoda čija vrijednost zavisi samo od uglova između projekcionih 
zraka iz tačke O , a ne zavisi od ugla između pravih sa koje na koju se tačke projektuju. Drugim 
rečima, vrijedi jednakost: 


AB CD_ A'B' • C'D' 
AC BD ~ A'C' B'D r 


(3.181) 


Štaviše, kako se rastojanje između datih tačaka neće promjeniti izborom neke druge tačke 
projektovanja umesto O, sledi da se vrijednost izraza (3.175) neće mjenjati niti promjenom 
projekcione tačke (slika 3.37). Takođe, za date tri od četiri kolinearne tačke A,5,C,D i datu 
vrijednost (3.175), pozicija četvrte tačke je jednoznačno određena. 



Slika 3.37: Uzastopnim projektovanjem dvorazmjera se ne mjenja 
Vratimo se ponovo na početnu sliku 3.36 i Primetimo da važi jednakost: 

AC . AD = sin (a + j8) . sin (a + j8 + y) 

BC BD sin/3 ' sin(/3 + 7 ) ’ ' ј 

koja je takođe invarijanta centralne (ali i paralelne) projekcije. Taj izraz se lakše pamti od 
prethodnog (3.175) zbog čega se češće koristi kao definicija dvorazmjere. 
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Definicija 3.4.2 — Dvorazmjera. Ako su date su četiri tačke A,B,C,D na pravoj liniji, sa 
kojima su definisana njihova međusobna rastojanja, onda se sledeći broj naziva dvorazmjera 
tih tačaka iz centra projekcije O: 

<3 - 183) 

Ako se centar projekcije (indeks) podrazumjeva, nećemo ga pisati. 

■ Primer 3.35 Izračunajmo dvorazmjeru tačaka na slici 3.38. 

Dato je AB = 3, BC — 1 i CD — 2. Izračunavamo (. ABCD ) = AC/BC : AD/BD = (4/1) : 


3 1 2 

-•-#■- m- 

A B C D 


Slika 3.38: Dvorazmjera 

(6/3) = 2. Međutim, ( CADB ) = CD/AD : CB/AB = (2/6) : (-1/3) = -1. ■ 

Postoje 4! = 24 permutacije redosljeda četiri tačke u zagradi, ali zbog simetrija neće biti 
toliko različitih dvorazmjera. Lako je provjeriti da postoje četiri permutacije koje ne mjenjaju 
vrijednost dvorazmjere, jedna identična permutacija i tri sledeće: 

(l<->2,3<->4), (l<->3,2<->4), (l<->4,2<->3). 

Tako ostaje još samo 24/4 = 6 mogućnosti. Preslikavanja A—>1—AiA—generišu grupu 
od šest kompozicija funkcija kao grupu operacija, izomorfnu grupi svih permutacija od šest 
elemenata. 

■ Primer 3.36 Provjerimo jednakosti ( ABCD ) = (. BADC ) = ( CDAB ) = ( DCBA ). 

(BADC) = %-.f c = f c -.f D = {ABCD). 

( тлд п \ _ CA . CB _ AC BD _ AC BD _ AC . AD _ (ADC'TA 

\уи/\г> ) DA • DB AD вс вс ad BC ' BD 

(DCBA) = %:% = §:£ = (A BC D). 

| Vežba 3.7 Ako je (ABCD) = f = h, dokazati da su tačne formule (2.33). 


(ABCD) = X (ABDC) = j 

(ACDB) = |4x (ACBD) = 1 - A (3.184) 

(ADCB) = (ADBC) = 

Rešenje. Pogledajmo par jednostavnih algebarskih metoda dokazivanja. 

(ABCD) ■ (ABDC) = (f : %) • f ) = t, tj. (ABDC) = 

Postavimo tačke A,B,C,D na apscisu, kao na sledećoj slici 3.39. Tada imamo, redom: 

(ABCD) + (ACBD) = 

_AC AD AB AD _ 

~ BČ ’ BD + ČB ČD~ 

c—a d—b b—a d—c 
c—b d—a b—c d—a 
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(c — a)(d — b) — (b — a) (d — c) 
(c — b)(d — a) 

cd — bc — ad + ab — bd + bc + ad — ac 
cd — ac — bd + ab 

Otuda (ACBD) = 1 — A. 


a 


A 



B C 


d х 
—*- 

D 


Slika 3.39: Dvorazmjera 


Definišimo tri broja: m — b — a^ n — c — b. p — d — c. Tada je 


(ABDC) 


m m + n 

—n — p —p 


mp 

(m + n)(n + p) 


(m + n)(n + p) — n(m + n + p) 
(m + n)(n + p) 


zatim skratimo razlomak sa n(m + n + p) i dobijemo , jer je (ABCD) — = A• ■ 

ш Primer 3.37 Iz elementarne geometrije znamo da je centralni ugao dvostruko veći od per- 
ifernog, nad istom tetivom kruga. Dužina luka date kružnice je proporcionalna centralnom uglu 
pod kojim se luk vidi. Prema tome, dvorazmjera tačaka A,5,C,D na kružnici iz centra, N na 
slici 3.40 levo, i sa periferije je isti broj. 




Slika 3.40: Dvorazmjera na kružnici 

Kada centar O zraka premjestimo u neku drugu tačku osim centra kruga ili periferije, mjenjaju 
se uglovi prema datim tačkama i mijenja se dvorazmjera, tj. broj (ABCD). ■ 

Primetimo da projekcijama četiri zrake OA. OB , OC, OD na pravu, ili na ravan, dvorazmjera 
sa slike 3.40 levo, ostaje konstantna. Sa druge strane, ako ovaj krug projektujemo na neku drugu 
ravan, projekcija je konika. Prema tome, ova dvorazmjera ostaje ista za bilo koju početnu tačku 
izabranu bilo gde na istoj konici. 

Teorema 3.4.8 — Paskal. Dat je šestougao A,B,C,D,E,F sa tjemenima na elipsi, kao na 
slici 3.41. preseci stranica tog šestougla, tačke G,^,/, su kolinearne. 
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Slika 3.41: Dvorazmjera na elipsi 


Dokaz. Znamo da su dvorazmjere kolinearnih tačaka E,K,I,F iz različitih centara projekcije 
H,C jednake, tj. (EKIF)h — ( EKIF)c . Linijje koje izviru iz C i prolaze kroz K i I takođe 
prolaze kroz D i B redom, tako da je ( EKIF)c = (EDBF)c- Sada ishodište C projekcionih zraka 
zamjenimo saA, jer su obe tačke na elipsi, pa vidimo da je ista dvorazmjera jednaka (EDBF)a- 
Zatim, Primetimo da linije koje izviru iz A i prolaze kroz tačke B i F takođe prolaze kroz G i 
J redom, tako da je ista dvorazmjera jednaka (EDGJ)a- Kako su te tačke kolinearne, njihova 
dvorazmjera se može prenjeti na H , tako da je jednaka sa (EDGJ)h- Prema tome, pokazali 
smo da je (ЕК1Е)н = (EDGJ)h- Tačke K i D predstavljaju istu liniju kroz H , a tačke F i J 
predstavljaju istu liniju kroz H , što znači da tačke I i G padaju na istu liniju kroz H , što je i 
trebalo dokazati. ■ 

Ovaj teorem je prvi dokazao Paskal (Blaise Pascal , 1623 - 1662) kada je imao samo 16 
godina. Kasnije je on razrađivan i poopštavan od strane mnogih. Konika se projektuje na koniku, 
pa je navedeni dokaz moguće sprovesti za svaki šestougao upisan u bilo koju koniku. 

3.4.5 Princip dualnosti 

Dualnost je principijelna zamjenljivost pojmova “tačka” i “linija” u iskazima projektivne ge- 
ometrije. 

Princip dualnosti je možda i najveća razlika između projektivne i euklidske geometrije, jer 
svaki put kada u projektivnoj geometriji uspjemo dokazati neki teorem, mi smo ih zapravo 
dokazali dva. To se zove “dualnost”. Prije nego što vidimo aksiome projektivne geometrije i 
dehnišemo ovu osnovnu dualnost, pogledajmo jedan primer upotrebe dualnosti na slici 3.42: 
Paskalove teoreme koju smo već dokazali (v. teoremu 3.4.8) i Brianšonove 15 teoreme . 

Paskalova teorema 

Šestougao je upisan u koniku. Suprotne stranice šestougla se sjeku u koninearnim tačkama. 

Brianšonova teorema 

Konika je upisana u šestougao. Suprotna temena šestougla se sjeku u jednoj tački. 

Projektivnu ravninu P 2 je defmisao Dezarg kao ekstenziju euklidske ravnine E 2 u kojoj 
se paralelne prave seku u beskonačnosti. Pokazalo se da je to prirodan način na koji vidimo 
paralelnost. Na primer, na slici 3.43 je pruga čije paralelne linije šina se gube u beskonačnosti a 
tačka konvergencije pravih linija je negde unutar slike. 

15 Francuski matematičar i hemičar Charles Julien Brianchon , 1783 - 1864 
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Slika 3.42: Paskalova i Brianšonova teorema 



Slika 3.43: Paralelne šine se seku u beskonačnosti 

Definicija 3.4.3 — Projektivna ravan. Projektivna ravan P 2 je uređena trojka (čZ, Jžf,/) 
redom: tačaka, linija i incidencija (pripadanja, odnosa). Incidencija je inkluzija I C ++ х Jžf 
koja zadovoljava slijedeća tri aksioma: 

1. Za bilo koje dve razne tačke postoji tačno jedna linija njima incidentna. 

2. Za bilo koje dve razne linije postoji tačno jedna tačka njima incidentna. 

3. Postoje četiri razne tačke takve da niti jedna linija nije incidentna sa više od dve od 
njih. 

Prema ovoj definicij, tačke i linije imaju potpuno simetrične uloge. To je eksplicitno vidljivo 
u prva dva aksioma, a implicitno je sadržano u trećem. Naime: postoje četiri razne linije takve da 
niti jedna tačka nije incidentna sa više od dve od njih. Ponekad se ovima dodaje i četvrti aksiom, 
da svaka linija sadrži najmanje tri tačke. 

Vektori (fl,fe,c) i (jc,y,z) u relaciji incidencije ax + by + cz = 0 imaju potpuno simetrične 
uloge. Uopšte, bilo koji tačan iskaz projektivne geometrije ostaje tačan dosljednom zamjenom 
izraza: 

• tačka <+ linija, 

• zajednička tačka pravih <+ zajednička prava tačkama, 

• & <+ Jžf. 

Dual projektivne ravni 7Г označavamo sa 7Г*. 

Korištenje zamjenjivosti pojmova “tačka” i “linija” datira još od vremena Apolonija, ali se 
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smatra da je tek Pluker 16 1830. godine poopštio princip dualnosti i definisao dualnost algebarske 
krive u projektivnoj ravni. To je kriva data homogenom polinomskom jednačinom f(x,y,z) — 0 
koja bi bila omotnica svih tangentnih linija na neku datu algebarsku krivu C. Svaka od tih 
tangentnih linija može biti definisana pomoću trojke homogenih koordinata (m : n : p) koje 
odgovaraju jednačini mx + ny + pz = 0. Izlazi da je rezultirajući skup takvih trojki takođe skup 
rešenja neke homogene polinomne jednačine g(m,n,p) = 0. Tako dolazimo do dualne krive , 
koju neki autori označavaju C*. 

I Vežba 3.8 — Dualna kriva. Data je diferencijabilna kriva C jednačinom /(x,y,z) = 0. 
Dualna kriva C* je uslov tangiranja u obliku jednačine F(X, Y, Z) = 0. ■ 


Postupak. Ako je T (m, n , p) tačka na krivoj C, tada je jednačina tangente u toj tački data sa: 

(3.185) 


df, N df, v df f v 

+У-^\ т ^ р ) + ^(т,п,р) = 0 . 


Iz diferencijalne geometrije znamo da je тХ + nY + pZ = 0 tangenta na krivu ako 
X = xY = xZ^(m,n,p), Z = X-f-{m,n,p). 


(3.186) 


Eliminacija m, n, p i A iz ovih jednačina i jednačina тХ + nY + pZ = 0 daju jednačinu dualne 
kriveC*. ■ 


■ Primer 3.38 DatajekonikaCjednačinom/(x,y,z) = ацх 2 + а 22 У 2 + + 33 Z 2 = 0, gdeje svaki 
od koeficijenata ац ф 0. Iz parcijalnih izvoda i (3.186) sledi: 


X — 2A Ацт, Y — 1Ха22П , Z = 2А#зз/?, Zm + Fn + Zp = 0. 


Smjenama prve tri u četvrtoj jednačini i pojednostavljivanjem dobijamo 


X 2 Y 2 Z 2 л 

- 1 - 1 -— 0 . 

a\\ a22 азз 


(3.187) 


To je jednačina dualne krive C*, takođe neke konike 1 '. ■ 

■ Primer 3.39 U prošlom primeru smo vidjeli da kriva II reda ^ ± џ = 1 dualnim preslikavanjem 
prelazi u krivu p- ± ^ = 1 . 


2 2 

Tako, na slici 3.44 levo imamo dualne elipse § + ^- = li^ + ^ = l,a desno dualne 

± _ / _ i ; ± _ / 

25 9 — 1 1 9 25 


/ _ 


hiperbole £ — ^- = 1 i ^ = 1 . 


Uopšte, konstrukciju duala C* diferencijabilne krive C pravimo pomoću postupka vježbe 3.8 
i slijedećeg “riječnika”. 

Dual duala krive je originalna kriva, tj. (C*)* = C. Međutim, dual nesingularne krive C 
definisane polinomom / stepena d = deg / definiše polinom g stepena d(d — 1). Na prvi pogled 
se čini da uzimanje duala od C* treba rezultirati u krivu još višeg stepena, tako da (C*)* ima veći 
stepen od C. To je poznati paradoks dualnosti. 

Pluker je 1839. ovaj paradoks razrješio pokazujući da je stepen C* niži sa svakom singu- 
larnošću krive C. Praktično, stepen se smanjuje za dva za svaki čvor (eng. node ), a za tri za 

16 Njemački matematičar Julius РШскег, 1801 - 1868 
17 Homogene koordinate prevodimo u euklidske stavljajući z = 1. 
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Slika 3.44: Originali i duali, elipse i hiperbole 


Originalna kriva C Dualna kriva C* 


tačka 
leži na 

linija spaja dve tačke 

konkurentan 

četvorostran 

pol 

skup tačaka 
tangentna linija 


prava 

prolazi kroz 
presek dve linije 
kolinearan 
četvorougaon 
polara 

ovojnica tangenti 
tačka tangiranja 


Table 3.3: Dualnost: C C* 


svaki šiljak (en. cusp). To znači da dual nesingularne krive stepena većeg od dva mora imati 
singularnu tačku i u nekim slučajevima C i C* mogu imati isti stepen. 

Zapravo, moguće je da kriva bude projektivno ekvivalentna svome dualu. To su polinomi / i 
g koji opisuju C i C* a u relaciji su / = g o ф gde je ф neka inverzibilna projektivna transformacija. 
Za takvu krivu kažemo da je sebi dualna, ili samo-dualna. Problem samo-dualnih krivih je 
trenutno otvoren [11]. 

Najmanji primer projektivne ravnine koja nije samo-dualna je je Halova 18 ravnina reda 9, 
koja ima 91 tačku i 91 liniju, svaku sa po 9 tačaka kroz koje prolazi po 9 linija [12]. 

Najmanji primer projektivne ravnine uopšte je tzv. Fano ravan. Ona se sastoji od sedam 
tačaka i sedam linija, slika 3.45. Postoji bijekcija (obostrano jednoznačno preslikavanje), 
nazovimo je ф tačaka Fano ravnine Fj na linije, preslikavanjem tačke A u pravu a , tačke B u 
pravu /?, .... Takva bijekcija je izomorfizam projektivnh ravnina F-j = F ? * jer čuva incidenciju: 
tačka T leži na liniji l ako i samo ako linija ф(Т) sadrži tačku ф~ 1 (l). 

Snop paralelnih linija (eng. pencil ofparallel lines) je skup svih paralela sa datom pravom 
linijom. Skup svih snopova paralela ponekad označavamo sa l°°. Realnu projektivnu ravan MP 2 
(za razliku od kompleksne reprezentacije) dobijamo dodavanjem beskonačno dalekih tačaka u 
euklidsku ravan E 2 . Prema tome, MP 2 je uređen par (E 2 U Z°°,L), gde je L kolekcija projektivnih 
linija koja se sastoji od: 

• /°°, tj. skupa svih snopova paralela, i 

• svih podskupova iz E 2 U l°° koji se sastoje od linija iz E 2 zajedno sa snopovima iz /°°, koje 
nazivamo beskonačne daleke tačke, odnosno nedogledi. 

Osnovna razlika između P 2 i MP 2 je u mnoštvu. 

18 Američki matematičar (Marshall Hall, Jr , 1910 - 1990) 
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Slika 3.45: Fano projektivna ravan 


■ Primer 3.40 Gnomonička projekcija preslikava velike krugove lopte u prave linije projektivne 
ravni. Putanje najkraćih rastojanja između datih tačaka sfere preslikavaju se u prave linije. 



Slika 3.46: Gnomonička projekcija 

Prvo preslikajmo pola jedinične sfere iz M 3 u RP 2 . Za tačku datu u homogenim koordinatama 
(x:y:z), postojetačnodve vrijednosti A zakojeje (Ajc,A у , A z) tačkanadatoj jediničnoj sferi. To 
su koordinate dve dijametralno suprotne tačke na sferi. Prema tome, MP 2 je projekcija jedinične 
sfere sa po dve suprotne tačke. 

Zatim odvojimo po jednu reprezentativnu tačku iz svakog para dijametralno suprotnih, koje 
će formirati jednu polu-sferu. Recimo, S~ je skup tačaka (x,y,z) na jediničnoj sferi, ispod 
ekvatorijalne kružnice. 

Tako dobijamo bijekciju tačaka polusfere u realnu projektivnu ravan. Gnomonička projekcija 
na ravan z — 1 u M 3 je preslikavanje ф : (x,y,z) —>> (x/z,y/z, 1). ■ 

Postoji klasa izomorfizama iz prostora MP 2 u negov dual (MP 2 )* koja se nazivaju recipročna 
preslikavanja. Prije nego što za dati lik uzmemo neku koniku, potsjetimo se da se izomorfizam 
projektivne ravni u njen dual sastoji od bijekcije iz skupa tačaka u skup linija, koja čuva 
incidenciju: data tačka leži na datoj liniji ako i samo ako je kopija date tačke linija koja sadrži 
kopiju date linije. 

■ Primer 3.41 — Inverzija. Na slici 3.47 iz tačke Q van kružnice co povučene su dve tangente, 
koje dodiruju kružnicu u tačkama A i B. Centar kružnice je tačka O a poluprečnik je r. presek 
duži AB i OQ je tačka P, a p je prava okomita na OQ u tački Q. Označimo i udaljenosti tačaka 
P i Q od centra kružnice sa d = OP i d' = OQ. Iz sličnosti trouglova A OPB ~ AOAQ sledi 
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Slika 3.47: Pol P i polara p kružnice co 


OB : OQ = OP : OA, te r 2 = dd', odnosno 
r 2 

£/'=—. (3.188) 

<2 

Dakle, dat je krug co poluprečnika r sa centrom u O, a tačku P preslikamo u tačku Q na istoj 
polupravoj OP, tako da je OP • 02 = r 2 . Ovu transformaciju nazivamo inverzija , a otkrio ju je 
Štajner (. Jakob Steiner , 1796 - 1863) oko 1830. godine. ■ 

Za razliku od inverzije, kažemo da je linija p recipročna slika tačke P u odnosu na kružnicu 
co. Tačku P nazivamo pol a odgovarajuču liniju p nazivamo polara. Važi i obrnuto, pol, tj. tačka 
P je recipročna slika svoje polare, tj. linije p. 

Jasno je da je recipročnost u odnosu na kružnicu neka bijekcija između tačaka i linija 
projektivnog prostora. Kada kružnicu projektujemo na ravan dobijamo konusni presek, odnosno 
koniku (v. teoremu 1.3.1). Zato su ove vrste bijekcija naročito zanimljive i za proučavanje 
parabola, elipsa i hiperbola. 

Definicija 3.4.4 — Pol i polara. Tačka P i prava p su redom pol i polara kružnice co sa 
centrom u O i poluprečnikom r ako normala iz O na p prolazi tačkom P sa iste strane centra 
kružnice i ako za njihove udaljenosti od centra kružnice d(0,P) i d(0,p) važi jednakost 

d(0,P)-d(0,p) = r 2 . (3.189) 

Sledeča teorema pokazuje da recipročno preslikavnje čuva incidenciju (relaciju pripadanja). 

Teorema 3.4.9 Pretpostavimo da tačka P leži na tetivi q kruga co čiji je centar O a poluprečnik 
r. Neka su P i p pol i polara kruga i neka su Q i q takođe pol i polara u odnosu na isti krug. 
Tada važi implikacija P E q => Q E p. 


Dokaz. Pretpostavimo da je P ф O a da je unutar kruga co i da tetiva q ne prolazi centrom O, 
kao na slici 3.48. U slučaju kada je tačka P izvan kruga se dokazuje slično, a slučaj degeneracije, 
kada je P ili q incidentno sa O ili Г°, lako se provjerava. 

Ako je B podnožje normale iz O na p, tada su tačke 0 ,P i B kolinearne i OP • OB = r 2 . 

Ako je A podnožje normale iz O na q , tada su tačke 0, A i B kolinearne i OA • OQ = r 2 . 

Sada, neka je Q' tačka preseka linije OA sa p. Želimo pokazati da je Q' — Q. Trouglovi 
A OAP i A OBQ' su pravougli sa oštrim uglom u tjemenu 0 i prema tome su slični. Otuda 
je OA • OQ' = OP • OB = r 2 , odnosno OA • OQ' = OA • OQ, te OQ' = OQ. Kako su 0,2, Q' 
kolinearne tačke, a Q i Q' leže sa iste strane centra, mora biti Q' = Q. U 
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Slika 3.48: Recipročnost čuva incidenciju 


Kao što smo vidjeli, linija se u projektivnom prostoru opisuje homogenom linearnom 
jednačinom ах + by + cz = 0, što znači da postoji prirodni izomorfizam ф iz RP 2 u (RP 2 )* kojim 
se (a : b : c) šalje u liniju ах + by + cz = 0. Na primer, na slici 3.49, tačka A = (a : b : c) je u 
prostoru R 3 na gornjoj polusferi S + centra u tački R(0,0,0) i poluprečnika jedan. Jednačina 
ах + by + cz = 0 definiše ravan kroz ishodište normalnu na RA. presek te ravnine sa sferom je 
veliki krug jedinične sfere, čija gnomonička projekcija je linija / na ravnini z= 1. 



Slika 3.49: Dualna projekcija <p : (a:b:c) -л ax + by + cz = 0. 

Neka je tačka P slika tačke A pod ovom gnomoničkom projekcijom i neka je 0(0,0,1) 
ishodište te ravni (z = 1). Neka je Q presek linije PO sa L Kako je l okomito na RP, to je 
ZPRQ = 90°. Trouglovi QOR i POR su slični, a OR = 1, pa je QO • OP = 1. Prema tome, 
preslikavanje (p : (a : b : c) -+ ax + by + cz = 0 je zamalo recipročno. Tačka P je sa pogrešne 
strane 0. 

Refleksijom ravnine ax + by + cz = 0 u odnosu na ravan Оху , tj. promjenom predznaka 
koordinate z, recipročna tački P a unutar jediničnog kruga х 2 +y 2 = 1 biće linija data jednačinom 
ax + by — cz = 0. 

Promjena znaka kooridnate z nije slučajnost, već prirodna posledica projekcije kružnice, 
tačnije jednačine х 2 + у 2 — z 2 = 0 na ravninu z= 1. To treba uzeti u obzir prilikom definisanja 
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recipročnih slika konika. 

Definicija 3.4.5 — Recipročna konika. Neka je o proizvoljna konika u RP 2 definisana sa 

s xx * 2 + + s^z 2 + 2 Sxyxy + 2s xz xz + 2 s yz yz = 0. (3.190) 

Tada je recipročno preslikavanje o -+ o' definisano izomorfizmom MP 2 -+ (RP 2 )* koji 
preslikava tačku (a : b : c) u liniju d х + b'y + c'z = 0, gde su a', b r , c' definisani matričnom 
jednačinom: 

( a \ ( Sxx Sx y s xz\ f a \ 

= \s yx s yy s yz \ \b\. (3.191) 

\c ) \Szx s zy s zz) \ c ) 

Ovdje je konika (2.42) definisana kvadratnom formom datom pomoću realne simetrične 
matrice Š = (sij), gde su indeksi ij G Poznato je da se bilo koja realna simetrična 

matrica može predstaviti u obliku Š = A T JA , gde je / jedna od 

/1 0 0 \ /1 0 0 \ /1 0 0 \ /-1 0 0 \ 

010 , 01 0 , 0-1 0 , 0 -1 0 . (3.192) 

\0 0 1/ \0 0 -1/ \0 0 -1/ \0 0 -1/ 

Drugim rečima, obzirom na “kompletiranje kvadrata”, svaka konika je ekvivalentna jednom od 
х 2 + у 2 + z 2 , х 2 + у 2 — z 2 , х 2 — у 2 — z 2 ili — х 2 — у 2 — z 2 putem linearne transformacije homogenih 
koordinata, koja se naziva projektivna transformacija. 

Definicija 3.4.6 — Projektivna transformacija. Linearna projektivna transformacija je 
preslikavanje ф : RP 2 -+ RP 2 oblika 

(х : у : z) -+ (oc\x + јЗ\у + yiz, 0 С 2 Х + Р 2 У + У 2 + oc?,x + P?,y + 73 Z) (3.193) 

za neke realne а г , Д , уи gde je indeks i e {1,2,3}. 

Jednačine х 2 +y 2 + z 2 — 0 i — х 2 — у 2 — z 2 = 0 predstavljaju iste skupove tačaka, a takođe 
х 2 + у 2 — z 2 = 0 i —х 2 — у 2 + z 2 = 0. Prema tome, svaka konika je ekvivalentna jednoj od 
х 2 +y 2 + z 2 — 0 i х 2 +y 2 — z 2 — 0. Međutim, prva od njih nema rešenja u realnoj projektivnoj 
ravni. Otuda sledeći stav. 

Lema 3.4.10 Svaka nedegenerisana konika u realnoj projektivnoj ravni u linearnoj projektivnoj 
transformaciji je ekvivalentna kružnici х 2 + у 2 — z 2 = 0. 

Riječnikom euklidske ravni, svaka (nedegenerisana) konika (3.190) opisana kvadratnom 
formom f(x,y) = 0, uvek se može kompletirati do potpunog kvadrata za linearnu promjenu 
varijabli u jediničnu kružnicu х 2 +y 2 — 1. U tom smislu, recipročna slika je preslikavanje u 
jediničnu kružnicu sa centrom u ishodištu. 


3.5 Super konike 

Znamo da krive drugog reda (1.19) predstavljaju konike. Međutim, šta će se desiti ako eksponente 
nad varijablama x,y povećamo do brojeva većih od dva? Ta oblast matematike se upravo 
istražuje 19 . 

Superelipsa je zatvorena kriva definisana jednostavnom jednačinom: 

19 v. superelipsa: http://en.wikipedia.org/wiki/Superellipse 
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gde su a i b pozitivni realni brojevi, a m je neki pozitivan racionalan broj. U analitičkoj geometriji 
ovakva “elipsa” se naziva Lameoveova kriva [27], prema francuskom matematičaru koji ih je 
opisivao početkom 19. veka. Kada je a = = 2 ona postaje kružnica, a kada m oo ova 

kriva prelazi u kvadrat, kao što je prikazano na slici 3.50 levo. 


^ m = 2 




Slika 3.50: a) Superelipse. b) Superjaje 

Superelipsa je specijalan slučaj Lameovih krivih, koje je popularizovao danski pronalazač 
Piea Hain (Gardner, 1965.). On je projektovao ulice i podzemni trgovački centar Sergels Torg 
u Štokholmu oblika superelipsa za m — 2,5. Slične oblike je koristio za dizajn nameštaja. 
Hein je takođe generalizovao superelipsu na 3D i nazvao je superelipsoid ili supersfera. On je 
projektovao i superjaje na slici 3.50 desno, sa m — 2,5 i odnosom visina : širina = 4:3, koje se 
neće prevrnuti jer mu je težište malo niže od centra krive. 

3.5.1 Lameove krive 

Lameove krive (3.194) za različite vrednosti brojnika i nazivnika razlomka m mogu imati veoma 
različite oblike (Loria, 1910). Na primer, za pozitivan broj m — je slika 3.51. 



Slika 3.51: a) m = ^ > 1, b) m = ^ < 1 
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Najpoznatiji primer krive 3.51(b) je astroida: 

J/ 3 +y 2 / 3 =а 2/3 , (3.195) 

čija je parametarska jednačina: 

x = acos 3 t, y = asin 3 t. (3.196) 

Astroidu crta tačka na kružnici koja rotira unutar druge kružnice četiri puta dužeg obima. 
Sledeća slika 3.52 je za pozitivan m = koje više nisu superelipse. 



Slika 3.52: a) m = > 1, b) m = < i 

Takođe, nisu superelipse niti krive za različite pozitivne brojeve m = prikazane na 
sledećoj slici 3.53. 



Slika 3.53: a) m = > 1, b) m = < 1 

Zbog ovakvih grafova ima smisla proširiti pojam superelipse i na slučajeve oblika 

©' + G)' =1 - <ЗЛ97) 

gde je r bilo koji pozitivan realan broj. Ove krive se mogu definisati i parametarskim jednačinama: 
x(t) = ±acosr t, y(t) = ±bsinrt, 0 <t <^. 


(3.198) 
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Analitička geometrija 


Sa druge strane, kada dozvolimo negativne eksponente, istog prethodnog oblika celobrojnog 
brojnika i nazivnika m, dobijamo prilično drugačije oblike. Na primer, za k.h (_ N, eksponenti 
m = — -јЦт* m = — Ћ i m = ^ а Ј и grafove na slikama 3.54. 




Slika 3.54: a )m = -jfpp, b ) m = -Ц, c) m = 
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